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di  ogni  memoria. 

Il  lavoro  di  prima  preparazione  è  stato  nella  massima  parte  eseguito  dai  profes- 
sori Gerbaldi  e  Pascal,  e  quello  di  ultima  revisione  all'atto  della  tiratura  nella  sua 
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STUDI  SULLE  FORME  TERNARIE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XV  (1887-S8),  pp.  235-252 


1.  La  teorica  delle  forme  ternarie  è  rimasta  pressoché  stazionaria  dopo  che  pei 
lavori  di  Aronhold,  Clebsch,  Gordan,  Cayley  ed  altri  fu  compiuto  lo  studio  delle 
forme  ternarie  cubiche.  Rispetto  alle  forme  ternarie  del  quarto  ordine  furono  bensì 
calcolati  da  Joubert  e  da  Salmon  alcuni  covarianti  e  contravarianti,  ma  pel  metodo 
stesso  addottato  si  ottengono  forme  senza  nesso  apparente  fra  loro,  mentre  sono  le  re- 
lazioni fra  gli  invarianti  ed  i  covarianti  di  una  stessa  forma  che  costituiscono  la  parte 
più  importante  di  questa  teorica. 

In  una  comunicazione  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  del  6  Aprile  1863  ho 
esteso  il  concetto  di  covariante  associato  alle  forme  ternarie,  ma  solo  in  vista  di  de- 
durne alcune  conseguenze  rispetto  alle  ternarie  cubiche  *).  Ritornando  ora  sopra  quel 
concetto  espongo  nelle  pagine  seguenti  un  metodo  per  la  determinazione  dei  covarianti 
associati  ad  una  forma  ternaria  dell'ennesimo  ordine. 

Sieno  :  f(xi ,  xz ,  x^)  una  forma  ternaria  dell'ennesimo  ordine, 


*)  Application  de  la  thèork  des  covariants  au  calciti  integrai  (Extrait  d'une  lettre  à  M.  Hermite) 
[Coraptes  rendus  des  séances  de  i'Académie  des  Sciences,  t.  LVI  (1863),  pp.  659-663].  In  una  mia 
Nota:  Sui  covarianti  delle  forme  a  più  variabili  [XLVIII  :  t.  I,  pp.  313-319]  è  fatto  anche  cenno  di 
quella  teoria  pel  caso  di  n  variabili. 
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il  suo  hessiano  d'ordine  3  (h  —  2)  e  di  grado  30  ; 

/,.  /»  /„  K 
L  f»  f„  K 
/,.  /i.  4  ft, 


*„  *„  *.,  /. 

*„  K  K  L 

K  K  K  /, 

/,  A  /,  0 


due  covarianti  dello  stesso  ordine  2  (4  n  —  9)  e  dello  stesso  grado  8°.  Sia  infine 

/,      /.  /, 

/;,      ba  fe3 

k.      k.  i 


un  covariante  d'ordine  3  (4  «  — 

9) 

e  di  grado  120. 

Porrò  : 

dt 

dt 

dt 
vì-  dk. 

OH* 

dk 

dk 
"3  =  ^ 

cU 

-■=877' 

dy. 

nelle  quali  le  derivate  dei  determinanti  k,  /-,  /  si    intendono  rispetto  alle  /;, ,  b2 ,  h}  ; 
fi  >  fi  >  f)  >  K  •  K  '  '•*-  c^e  %urano  nell'ultima  linea.  Si  hanno  così  le 

(fivi  +/A+/,«,  =  0  >   /««,  +./X  +/,«,=—**»   /,",  +/,«'2+/j«'}-=xi 

essendo 


f  = 


ed    R ,    S    nuovi    covarianti.    Nelle    formole    superiori,    come    nelle    seguenti,    sono 
1     df  =         1  87 

n     8.v,   '   ■'I-        ;•  (m —  1)  dx]    ' 

2.  Introdurremo  per  brevità  il  seguente  algoritmo  : 
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e  pei   valori  di  v t ,  vt ,  v  ;  ut,  u,,  u  ;  wt ,  w1,  w  ,   si   otterranno   le   seguenti   re- 
lazioni : 

(Un    Viì=X)Ui  X2ll;>  Un    V,ì  =  Xi  "j  *3Mi>  [/51    V,]  =  XiU, *iMj> 

0)    [/„  »J  =  -w„  [A,  »J  =  -**.,  [/„  »J  =  -**,, 

così  : 

(  fc,  «J  =  -  <2/. ,  P>„  wj  = -  S/a,  [*3J  wj  =  -  <2/3 , 

nelle  quali  le  nuove  espressioni  p1 ,  p2,  p};  q, ,  <?3 ,  <7.  hanno  la  proprietà  : 

(4)  *,f ,  +  *,&  +  *3P3  =  *i         *,  q,  +  *a  ?a  +  x,  q}  =  *  ■ 

Rappresenteremo  con  /t,2  *)  la  espressione  : 

/«.w!  +  /a»^  +  /33w,  +  2f*,v*v}  +  2/3.w3w.  +  a/,,«\*\i 

ed  analogamente  con  /vJ  la 

/,,.w! +/«**'  +  •••  +  6/1J3*\^v 

e  con  /tiY ,  /„2 ,  ...  ed  in  generale  con  fv,uS  le  espressioni  della  stessa  specie.  Ciò  po- 
sto, osservando  che  per  definizione  : 

U2Vì  —  u-,vi  —  fc/i  "f"  ^*i  1         tf.wi  —  *iwj  —  kf2  -j-  /?2/;, , 
»,  wa  —  »a  w,  =  kf  -j-  fe"  /;, , 
dalle  relazioni  (2)  si  deducono  le  seguenti  : 

l  /,,  =-(/*+  /;').       /.»  =  -&*,        A.  -  ?,»,  +  ?,«>,  +  q}w} 


*)  Questa  notazione  fu  già  adottata  dal  sig.  Gordan,  Ueber  die  typische  Darstellung  der  ter- 
nàren  biquadratischen  Form  f=ix\xz-\-x\x}-\-x^xl  [Mathematische  Annalen ,  t.  XVII  (1880), 
PP-  359-3/8]- 
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essendo 
(0 


P  = 


un  nuovo  covariante. 

Analogamente  dalle  equazioni  (3)  si  ottengono  le 


(7) 


-&*  +  f  Q) 


b     =  0 , 


huu,  =h2Q, 
ed  in  conseguenza  : 

(   &*«  +  &»,  +  ?,«,  =  —  *j  P.  »■  +  iV2+/V;  =  —  P> 


(8) 


?.".+  ?»«»  +  '7,»)  =fhQ,        PIwJ  +  p2w2-{-p}v/t  =  h1  Q  . 


Il  covariante  P  dell'ordine  3  (4  «  —  9)  e  del  grado  1 2°,  cioè  dello  stesso  ordine  e  grado 
del  covariante  /,  può  porsi  sotto  altre  due  differenti  forme.  Si  ottiene  la  prima  molti- 
plicando i  determinanti  /;,  P  avendo  riguardo  alle  (2)  e  si  ha  : 

/,      /.     /, 

P  =  —       b,     b2     b, 

9,     lh     ?, 
si  giunge  alla  seconda  moltiplicando  i  determinanti  Q,  P  e  si  ha  : 

/,      /.      /, 
(9)  P  =  ~ 


cioè  le  prime  due  (8). 


h,    K    h, 
P.    P,    P} 


3.  Consideriamo  in  questo  paragrafo  alcune  altre  formole  generali,  le  quali  con- 
ducono alla  ricerca  di  covarianti  della  forma  /,  od  a  relazioni  fra  covarianti  di  essa. 
Seguendo  una  notazione  di  Aronhold,  si  pongano  : 

(  A=(fbr=f22h3ì+fììb2ì-2fIìbtì ,      l  =(fhys=f,Aì+LìK-ftA-f^n , 

(io),y3=(//;)-=/j;/;1I+/ii/;j-2/J1/;JI,         M=(fhy=f2J,21+fJ2-fJ}-fJ22, 
[C=(fh)"=flIh22+f22b1-2ft2hl2,         N=(fb)"=fìlbì2+fì2bì-fì}b1-fJìì, 
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e  si  indichino  con  a,  b,  e,  l,  m,  n;  x,  (ì,  y,  >,  (/.,  v  le  analoghe  espressioni,  divise 
per  due,  supponendo  nelle  prime  /;  =/,  nelle  seconde  f=b;  per  cui  a  =fuf  —  f*  , 
a  =  h2ih     —  h\    e  così  per  le  altre. 

Osserviamo  dapprima  che  le  quantità  ut ,  u2,  u  ;  u\  ,  w2 ,  v>    si  possono  espri- 
mere come  segue  : 

(  »,  =  —  0 K  +  >'  ]h  +  m  /j;)  »        »,  =  -  («/,  +  v/.  +  K-Zj)  , 

Cu)       ]  »,  =  -  (« *,  +  b  K  +  ' *3) .        w,  =  -  W,  +  P/,  +  V,) . 
(  «,  =  -  («*,  +  «.  +  '"*,)  »       «,  =  -  G*/,  +  V,  +  r/,)  • 

Ora,  posto 

(12)  /  =  abtl  -f-  bh22  -f  ci    -f-  2  Ih    -f-  2  mi    -j-  2  hì„  , 

dai  valori  di  A,  B,  . . .  si  deducono  le  seguenti  : 

/   Af„  +  Nf»  +  M/„  =  -  (a/;,,  +  /,/;„  +  «,/,„)  +  /, 

(13)  <  ^/»  +  Nf»  +  M/„  =  -  0  *„  +  n  i„  +  m  b2i)  , 
(  *fv  +  W/„  +  M/„  =  -  (ai,,  +  «i„  +  mi,,) , 

ed  altre  sei  analoghe.  Cosi,  ponendo 

04)  /  =  ■/„  +  H»  +  T/„  +  *VL,  +  *!«•/„  +  »v/M  , 

si  hanno  le 

<«„  +  W*„  +  Mb,}  =  -  C«/„  +  v/„  +  E*/,,)  +  /, 

-"„  +  A7^  +  Mb2ì  =  -  («/„  +  v/„  +  pt/J  , 
^„  +  Ni,,  +  M i„  =  -  («/„  +  v/j2  +  f,/;j) , 

ed  altre  sei  analoghe. 

Posto 

A     N     M 

G=       NBL 

M    L      C 
le  prime  nove  relazioni,  come  le  altre  nove,  conducono  alla 

G  =  IJ  —  hQ; 
inoltre  si  ottengono  per  le  us,  u2,  u  ;  wi}  w2,  w}  le  espressioni  seguenti 
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»,  =  Af,  +  Nf2  +  MJ\  —  Ix,  ,        iui  =  Ab,-\-Nh2  +  Mh.  —  fxt , 

){u2  =  Nfl  +  Bf2  +  Lf}  —  Ix2 ,        w2  =  Nb,  +  B  b2  +  L  b.  —  Jx2 , 

U}  =  Af/,  +  £/,+  C/.   —  Ix. ,       w.  =  Mb,  +  Lh2  +  Cb}  —  /x3 . 

Moltiplicando  le  prime  tre  per  bì ,  b2 ,  h    e  sommandole  ;  e  così  moltiplicando  le  altre 
tre  per  /,,/,,/,  e  sommandole,  si  hanno  le 

(16)  k  =  ò—hl,  k  =  <|/— //, 
essendo 

e  quindi  : 

(17)  »  =  *  +  */-//. 

Le  quantità  a,  è,  ...  come  le  altre  della  stessa  specie  hanno  la  proprietà  indicata  dalle 
tre  relazioni  : 

da        d  11        dm  d  n        db        dì   d hi    ,    d J     ,    d e   

d^  +  oX  +  cìZ-0'         dT^dx'^dx'.,-0'         dx~i+d71  +  dx'ì-0' 

per  le  quali  i  covarianti  I,  /  si  possono  esprimere  come  segue  : 

du,    ,    du,    ,    du,  ,  .  T  dw         dw        du't  ,  ,.  - 

c^  +  c^:  +  o^  =  -(3"-7);'     a^  +  'ox+^:  =  -("-l)/- 

Fra  le  18  quantità  A,  B,  . . .  ;  a,  />,  . . .  ;  a,  ?,...,  hanno  luogo  sei  relazioni,  le  quali 
conducono  a  nuove  espressioni  delle  pt ,  p2,  p  ;  qt ,  q2 ,  tfj .  Le  sei  relazioni  sono  le 

BC  —  V  =  /*„  +  //„  +  all    —  iy  —  cP, 

C^  —  Af2  =  /*„  +  //„  +  2i»[t  —  ex  —  «y. 
^B_  N2  =  Ib..  +  //„  +  2hv  —  a?  — ix, 
MA'  —  AL  =  7/;2J  + //,,  +  a»  +  Za  —  »»v—  «a  , 
NL  —  BM  =  //;.,  +  //.,  -j-  by.  +  m  S  —  h).  —  /v , 
I  M  —  CN=  IbI2  +  Jfn  +  cv  -f  «  y  —  *{*  —  '"  *  ■ 
Da  esse  si  deducono  la 

{B  C  -  L*)x,  +  (I  M  -  CW)x,  +  (NI  -  BAf)*3  =  /è,  -f  //, 
-f-  (2/^  —  b-{  —  c(9*,  +  (i;v  ~f"  "Y  —  '."-  —  m '•) xi ~T~  (J> ia  "f"  OTP  —  "*A  —  ^v)*j» 


(18) 
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ed  altre  due  analoghe  ;  ora  provasi  facilmente  che 
(ili  —  by  —  eP)x,  +  (cv  -f  >r(  —  1  y.  —  ml)x2  -f-  (ij*.  -f-  mp  —  «X  —  h)x. 

=  -  //■  -  ?,  =  -  «,  -  A  » 

e  similmente  per  le  altre  due.  Si  avranno  perciò  le 

(B  C  —  L2).v,  +  (LM  —  CN).x2  -f-  (KL  —  BM)x.  =  Ih,  —  qt  =  Jf,  —  pi , 
e  le  altre  due  analoghe;  inoltre  rimane  dimostrato  essere 

(19)  JI=A  +  J*l-//1.      ?,=*,  +  «,-//„      *,=*,  +  '*,-//,, 

per  le  quali  : 

(20)  J 

e  moltiplicando  per  .x, ,  .v2 ,  x.  si  ha  come  sopra  : 

*  =  *  +  /*-//. 
Notiamo  infine  come  per  le  (12),  (13)  si  abbia: 

*/„  +  */„  +  C/„  +  2l/2J  +  2M/;,  +  2N/U  =  2/, 
ed  analogamente  : 

AK,  +  BK  +  Cb„  +  2ZA;  +  2Mh-,i  +  2Kh>2  =  2/. 

Le  formole  superiori  conducono  ad  esprimere  il  quadrato  del  covariante  P,  in  fun- 
zione razionale  dei  sei  covarianti  /,  b,  k,  I,  J,  Q.  Infatti,  moltiplicando  le  due  espres- 
sioni (6),  (9)  di  P,  si  ha  tosto  : 


(21) 


F  =  V  +  {2hI—fD¥  +  (lrF  +  li'J-jbIJ  +  /QI-3fh>0)k 
+  ¥  //  —  {¥  r  +  Q  (2/  b2  J  —  flf  I  —  V)  —  f  h  Q2 . 


È  chiara  la  importanza  di  questa  formola  che  estende   alle  forme  ternarie   d'ordine  ti 
una  nota  proprietà  delle  forme  ternarie  cubiche. 

Così  dal  prodotto  dei  covarianti  P,  t  si  ottiene  la 

(22)        pt  =  (fi  +  6')5  +  u2 q  +  h*)R  +  ab2  a  -  *«)*, 
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alla  quale  può  darsi  la  forma  : 

Pi  =  —  S/,.,  -  Rb.2  +  k  J|(±  »,  »,»,)  . 

4.  Però  le  forinole  generali   per    esprimere  i  quadrati  od  i  prodotti  di  covarianti 
sono,  come  pel  caso  delle  forme  binarie,  le  seguenti  : 

2/,  b,  =  fhxl  -f-  /;/„  —  Cx\  —  B  x]  -f  2  L  x,  x} , 
2/2/;2  =//;„  -f  /;/„  —  ^x;  —  C.v;  +  2.U.v..v,  , 
2/.  /;,  =  fb}i  +  /;/. .  -  B  x\  —  ^  x\  +  2  ATx,  xa , 

/A +/,*,=  A3  +  */.,  +  A*.*t  +  L<  -  M*.  *>  -  Xx,x,> 

/,*,  +  M  =fK  +  */,.  +  BxìXl  +  Mx\  -  NxtXì  -Lxtxx, 

/, h,  +  L h,  =  fi»  +  if»  +  Cx,  *,  +  *V*|  —  £  *3  *,  —  Af  x,  -V 


03) 


Queste  relazioni  qui  applicate   alle  forme  /,  /;  sussistono   evidentemente   per   due 
forme  ternarie  qualsivogliano,  purché  non  lineari. 
Da  esse  si  ricavano  le 

l      v\  =zfbA  —  /2  x  — Ira  —  2  /;  u,  x,  —  2/w,  x,  -j-  (*  —  f  J)  x\  » 

24   ì  *,Wj  =fbL  -fi  -  VI  -  b(ulXì  +  »;xj  -/(w,x3  +  «vO+(*  -/7)x,*3 , 

e  le  analoghe.  Così  : 

h*  =  —  b'A  -\-  fhx  —  ha  -j-  2ft«/Ix1  -j-  fc/xj , 

"i »,  =  —  fe2ì  +  /Jb >.  —  hi  +  *  (u/a x3  -f  iv.  xj  -f-  ft/xa x3 , 

ed  analoghe  ;  e  le 

K  =  —  *  *  +  Q(*«  —  jA  +  2  »,  x,  +  7-v;)  , 

«;aa;3  =  —  x  X  -f  Q(/j  /  —j'L  +  »2xs  -f  Hjx2  -f  Zx2x.)  . 
Infine  : 

2Utwt  =  tyA-{-(JQ—  hj)a  +  (/r  —  fl)x  -  2/u,  x,  —2lwixt  —  (IJ  +  h  Q)x] , 
k,Wj  +  «3u/,  =  H  +  afi  -  6/)i  +  (b'-fl)\ 

—  /(«»*,  +  »jO  —  ^(«,,*3  +  »j*J  —  (7/  +  *  0*a*3  > 
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e  simili.  Posto 

X=  R2  —  2bkS  —  hk2J, 

Y=  S2  —  2  0kR  —  Qk2I, 

Z=  lRS-\-  2k(JR  +  IS)  +  k2(IJ+bQ), 
si  deducono  le 

X  +  k  (a  k])  -  fb  (x  k])  +  ¥  (A  k\)  =  o  , 

Y-bO  (a  k>)  +  *  («  k2)  +  fQ(A  k2)  =  o  , 

Z-(fQ-bJ)  (a  ÌQ  -  (*»  -  fi)  («  à;)  -  «j,  {A  k])  =  o , 

nelle  quali  : 

(ak2)  =  ak2  +  bk\  +  eh]  +  2  lk2ki  -f  2  mkjki  -f  2  «/c,/c2 , 

e  così  per  (*£*),  {.Ak1}. 

Posto  inoltre  per  brevità  : 

D  =  -(fk  +  h>),        E  =  -(hx+fQ),        F  =  -(k-,-fb*Q), 
ossia  : 
D=U  =  ^Q±xlvxuì),      E=hvl  =  ^±xlwìv}-),      F  =  J](±Vlttatt/3), 

si  avranno  le  tre  seguenti  : 

/    P2(ak2J  =(F  + EI)X+hDY+bEZ , 

(25)  P(«*;)=<2£X+(F  +  I>/)7+GZ)Z, 

(    P2(^à;)  =  (£/  -D0X+(D/-f!))7-FZ. 
Da  ultimo  notando  essere 

/    P2f  =  (F  +  EI)D  —  bE2, 

(26)  P2/;  =  (f +  £/)£-  Q£>2, 

(    P^  =  (F  +  £/)(F+D/)  — fcQDf, 
si  deduce  dalla  (22)  la 

f  =  k2 (k  —ff)  —  2k(hR-\-  fS)  -  b2 (a *J)  —  f  (a fc*J  -f-  //; (A k2s)  , 
espressione  che  può  ottenersi  anche  direttamente  dai  valori  superiori  di  v\,  v\,  ... 

brioschi,   tomo  III.  2 
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I  quattro  determinanti  P,  D,  E,  F  conducono  alle  relazioni 

Fxt  =  Pi\  +  fu,  +  Dw, ,        Fx2  =  Pv2  +  Eu1  -f-  Dwa 

Fx1  =  PvJ-\-Euì  +  Dw}, 

Fk  =  P/  +  ER  +  DS, 


da  cui  : 

come  dalla  formola  (22). 


5.  Se  dai  valori  di  fv, ,  fn ,  /„» ,  ...  trovati  sopra  si  vuol  passare  alla  ricerca  di 
quelli  di  polari  d'ordine  superiore,  si  rende  evidentemente  necessaria  la  determinazione 
dei  valori  delle  quattro  espressioni  seguenti  : 


di 


d  v. 


* ,  JTT  +  V2  JC^  +  V 


dx 


dx 


dvt 
J  dx,  ' 


du,    ,        di',    ,        d  » 
E,  =  »,  3T  +  "L'*  a7  +  w 


,  3 1»,    ,        dv,    .        dv, 

^  =  "■^  +  ",77  +  ", 


dx 


dx, 


3  d.v. 


5//,    ,        d  11     , 


d.v2 


e  delle  analoghe  <p2 ,  d>2 ,  ... 

Ora  si  trova  facilmente  essere 

(27)     <?,  =  4(m—  a) +  *,  -  0  —  OH»,  +  /*,)  —  (3»  —  7)/0,  +  /*,)» 

e  similmente  per  <p2 ,  7  ;  espressioni  che  possono   prendere   altra   forma  per  le  (15). 
Supponiamo 

/t  =  A, 

essendo  A  una  funzione  nota  di  covarianti  di  /;  si  avrà: 

<3A    1        dA    ,        dA       /     a/,,  d/,.r  d/A 

v  /./•  '  d  .Yj  o  x2         '  a -v.       \      ai',  av2  }  dv  / 

Se  r  =  2,  si  ha  A  =  —  (/£  -|-  '•>')>  quindi  : 


d±  .      a a        a a 

».  ;T7  +  v>  XV  +  v,  ^V  =  ~  2  (4  »  -  9)/  ' , 


a  .y, 


a  .Y, 


e  per  le  (2)  e  (27)  : 


a/„2  .     df,,  .     a/„2 

"  cu>  oh,         '  dv, 


?.      ?,     ?. 


»,      11,     », 


2(3» -7)/^, 
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si  avrà  perciò  : 

(28)  («  -  2)/„,  =  -  2/[(4  n  -  9)t  +  (3  «  -  7)  P] 

Così,  essendo 


(29) 


*,  =  (3»  -  7)(M  -fsPÙ,        ♦>  =0»  ~  7)(/s/\  -/,?,), 


si  giungerà  alla 

(50)      (n  -  a)/A  =  -  2(h  -  2)***  -  2/[(4«  -  9)i?  -  (3  »  -  7)M  , 

nella  quale  deve  porsi  per  b:i2  il  suo  valore  (20). 
I  valori  di  si ,  s, ,  e.  si  trovano  essere 

(30    «,  =  -  2(4«  ~  9KfA~W  +  (3  »  -  7)(f./»,  ~/,tó  -  (3»  -7)^,, 
ed  analoghe  ;  per  ciò,  partendo  dalla  faI  =  —  bk ,  si  giunge  alla 

(32)  (»  -  2)fuh,  =  2/;[(4«  -  9)1  +  (3»  -  7)P], 
da  cui,  rammentando  la  (28),  si  deduce  essere  : 

bfv,+fU  =  o. 

innne,  essendo 

(33)  1,  =  —  2(4"  -  9)0*,  +  «*,  +  >»*,)  +(3«—  7)0/>,  +  "A  +  mP,)> 
e  simili  per  r,2 ,  yi  ,  si  ottiene  la 

(34)  (»  -  2)/.3  =  -  3  0  -  2)  *2  +  2  /;  [(4  n  -  9)  *  -  (3  «  -  7)  M  . 

e  per  la  (30)  : 

Hv>u+ffu,  =  -H3fk  +  2h>). 

Notiamo  nell'uso  delle  formole  (33)  le  relazioni: 

api  -f-  np3  -(-  w/>3  =  fc/x,  -f-  /«,  -\-hwl, 
e  simili  ;  come  anche  le 

Dqt  =  FJ\  +  £/;/;,  —  P(xji2  —  xa»3), 
£/>_  =  Fh1  +  DQfi-  P(x2u<}  —  *,«/J , 
D  ft,  =  (1,R  —  k2)ft  —  (fR  +  /;2  À-)  /;,  +  /  (.v;  u:  -  x2  »,)  . 
Si  ottengono  così,  posto  [/,<?,]  =/,?,  +/2?2  +  /3?j>  le  seguenti: 
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[/,?,]  =  -  («-  OS,         [*.?.]  =  -  (3»  -  l)E, 
&?>]  =  - 4(n-2)F-(n-i)DJ, 

[*,*,]  =  («  -  OC*"  -  **)  +  (3»  -  7)C*«  ~/5), 

[/,+,]  =  o,        MJ  =  (3«  ~  7)*»        LMJ  =  o, 

£[*.+.]  =  ~  (3»  -  7)[(f*  +  &l*)P  +  (PI—Ebìt] , 

e  le  altre  analoghe  formate  tutte  coi  covarianti  fin  qui  considerati. 

La  ricerca  dei  valori  di  /v4 ,  fvU ,  .  . .  dipende  in  molta  parte  dalle  relazioni  su- 
periori. Infatti  indicando  con  X,  Y,  Z,  U  i  secondi  membri  delle  equazioni  (28),  (30), 
(32),  (34)  divisi  per  n  —  2,  si  hanno  evidentemente  i  seguenti  valori: 

|_  'd*J       L"   9",  J       L  '  d",J' 

nei  quali  si  è  scritto  per  brevità  : 

r   dxi        dx  .     dx  .     dx 
L^J^c^  +  ^  +  ^av 

e  così  per  le  altre  espressioni.  Ora  dai  valori  di  fv, ,  fvm ,  ful  si  deducono   facilmente 
quelH  che  seguono  : 

r  \dfv'u       "  —  2  dfvì 

oitl  3        ovt 

=  («  -  2)  (i/,  -  è'  /;,)  -  2  (4  «  -  9)/É,  +  2  (3  «  -  7)//,, , 

(36)    {       v         ;  dv,  3      d«, 

=  —  3(«  —  2)*àx-f-2(4»—  ?)**,  — 2(3»  —7)hPt, 

—  («  —  2)  -^=  =  —  («  —  2)  -f*= 

2  '     OVJ  2  dtll 

'  =-(/'„6,+/„sa+/,3sJ)  — (3«  — 7)*(*1«',  — «jWj. 
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notando  che  alla  espressione  [/,,£,]  può  darsi  la  forma: 

l/,,5,]  =  *.*,  —  x-,r'i  +  (5»  —  T^C-V,  -  *j*0  • 

6.  Si  indichino  con  ars ,  brs ,  cri ,  lrl ,  mri ,  nri  i  secondi  membri  delle  espressioni 
(io),  nelle  quali  siasi  posto  fr  in  luogo  di  /  ed  ft  invece  di  /;  ;  talché  per  esempio  : 

*„  =  *„  =  fr»f,„  +  fnJ«*  -  2frJ.»  « 

Derivando  le  a,  b,  e,  .  .  .  rispetto  ad  xt  ,  x2 ,  x    si  hanno  le 

> —  =  (»  —  2)  (.va    -f-  x,a„-\-  x,a„~),      ^ —  =  (n  —  2)(x1a,1  -f-  xa„  -4-  x,a\ 

OX  2       12       I  J       1}S  '  jjj^  V-  /   \      I       21        I  2       .2       I  3       2j/> 

57  =  (»—  *)(*««„  +  *»*„  +  x3fl«)' 

ed  analoghe,  e  quindi  : 

(37^       2rt  =  x\ail  -\-  x22a22  -\-  x*a    -\-  2.v, x  a    -\-  2x  xta    -f-  2xlx2al2 , 

e  così  per  b,  e,  ...  >/.  Da  queste  sei  equazioni,  per  una  nota   proprietà  delle   espres- 
sioni ars ,  bri ,  ...  *),  si  deducono  le  sei  seguenti  : 

[  T  ix\  =  aan  ~\~  ba2,  -j-  ca}.  -f-  2  Za    -f-  2  ma     -f-  2  nai2  =  (««,,)  , 

(38)  \  T?-v=  =  (aK,)>  T£*j  =  0O>  T**a*j  =  (flU» 

y£.V X,   =   (i7>»„),  T^"ViX2  =  (/*"..)> 

nelle  quali  £  è  un  covariante  di  /  dell'ordine  4  (h  —  3)  e  di  40  grado,  che  si  esprime 
colle  ar! ,  brs ,  ...  in  sei  modi  differenti,  cioè  : 

g  =  altatl  -\-  btla22  -(-  c,,a    -f-  2/lt a    -j-  2tnlta    -f-  2»na1J  =  (atl ait)  , 

^    =    fl22^11    -\~    b12b22    -f-     C;2    &         +     2    ^22  ^2J    "T~    2'H22^,I    4"    2K22   ^12    ==    (flil    ^II)   ' 

Moltiplicando  le  equazioni  superiori  (38)   per  fti,  f22,  f    ,  2/    ,  2/    ,  2/I2   e   som- 
mandole, si  ottiene  : 

(39)  ^Sf=<^JJ-\-K^JJ~\-<a.JJ-\-2Ka2ifis)  +  2m(a}JJ-\-2n(ai2fJ, 


*)  Aronhold,   Theorie  der  homogenen  Functionen  iritUn  Grades  voti  irei  Verànderlichen  [Journal 
fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LV  (1858),  pp.  97-191  (p.  114)]. 
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essendo 

(*„/.,)  =  «„/„  +  hj„  +  c„/33  +  2l„/i3  +  am„/3l  +  a»,,/,,. 

Le  tre  identità 

/;  =  afn  +  ,//i2  +  ;h/i;  ,       o  =  „/„  +  */M  +  lftì ,       o  =  mf„  +  //„  +  c/l3 , 

derivate  la  prima  rispetto  ad  xt ,  la  seconda   rispetto  ad  x2 ,  la  terza    rispetto  ad  x    e 

sommate,  rammentando  essere  -=: (-  ^r (-  ^r —  =  o  e  le  analoghe,  danno  : 

dxt  '  dxx'dx}  8    ' 

(40)      3  b,  =  (*/,„)  =  «/„,  +  */,„  +  e/,,,  +  2  !/„,  +  a  ,„/,,,  +  2  «/,„  , 

e  così  : 

Differenziando  nuovamente  rispetto  ad  jc,  ,  x2  ,  x. ,  si  ottiene  : 

3  (3  n  -  7)/;„  =  (|£/„.)  +  (»  -  3)(«/„„)  ; 

ma  : 

(^/.«)  =  C"  -  *)[*.('„/.„)  +  *>„/,„)  +  *,(«„/„,)]  . 

e  siccome  vedesi  facilmente  essere 

si  avrà  : 

ed  analogamente  : 

(^/,„H^/,„H»-2)o>,./„). 

Si  ha  così  in  generale  : 

3  (3  »  -  T)K  =  0»  -  »)(«„/, J  +  («  -  3)(«/„J  • 

Pel  caso  di  n  =  3  sarà  : 

(*„/„)  =  **„, 

e  quindi  si  dedurrà  dalle  equazioni  (12),  (39): 

*  =  £*/. 

essendo  g  il  noto  invariante  di  quarto  grado. 
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Per  una  forma  ternaria  dell'ordine  »,  si  avrà  : 

(42)  3 (3«  —  7) !  =  t(»  —  2)sf  +  ("  -  3) ?  > 

essendo 

un  covariante  dello  stesso  ordine  e  grado  di  /. 
Si  noti  che  per  le  equazioni  identiche 

*  =  «/„  +  »/„  +  •»/.,  =  »/„  +  &/„  +  V„  =  •»/„  + 1/„  +  </3s , 

si  ha  : 

,        .  3*  =  (*/„), 

da  cui: 

9(n-a)Al  =  (|^/II)+(»-a)(a/I„)> 

quindi,  osservando  l'equazione  (40),  si  avrà  : 

(|^/„)  =  20.-2)07/,,,), 

e  da  questa  : 

(§3/.,)  =  (»  -  »)  (|^/,„)  +  a(«  -  2)0'  -  3)  (*/.,„)  . 

od  infine  per  la  (41)  : 

(43)  (|^/„)  =  («  -  »)*(«„/„)  +  2(«  ~  2)(«  -  3)(«/I1I1). 

Analogamente  si  avrebbe  : 

{-d^hrj*)  =  (" _  a»«/«)  +  2(«  -  2)(«  -  3)(«/M„) , 

e  cosi  di  seguito.  Talché,  posto 

d2a    ,    .  d2a    ,      d2a    ,       ,      d2  a  d'a        ,  d2a  . 

axl  ox2  ax,  ax2dx.  ax,oxi  axIax2 

e  cosi  At ,  A:,  ...  sostituendo    nelle    derivate  alla  a  le  b,  e,  . . . ,  si    avrà   pel  cova- 
riante 0  la  espressione 

2  («  -  2)(«  -  3)9  =  (^/J  -  i-(«  -  a)»*/. 
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La  relazione  superiore  (45)  si  può  ottenere  anche  dalle 
da  da  d  a,. 

*•  h  +  *  §£  +  *■  jt  =  c-  -  3)  k,  +  a/j"j . 


le  quali  conducono  alle 


(44) 


|^  =  (»  -  2)[(«  -  2)a„  +  (»  -  3)a/„)"]  » 

g= («-  2)k«  -  2)*„  +  («  -  3)a/..n . 


e  simili. 
Posto 

C45)  >  =  t(^T'~)' 

si  otterranno  pel  covariante  j  dell'ordine  6(«  —  3)  e  del  6°  grado  altrettante  differenti 
espressioni  quante  pel  covariante  g.  Indicando  con  Ars ,  Brs ,  ...  le  espressioni  che  si 
deducono  dalle  A,  B,  ...  (io)  ponendo  in  esse  fr,  bs  in  luogo  di  /,  h  ;  e  con  Atr , 
Bir,  ...  le  analoghe,  se  si  sostituiscono  alle  /,  h  le  fs ,  hr  ;  si  avranno  per  j  sei  espres- 
sioni della  forma  : 

j  =  alIAll  +  «„£„  -ffl3jCn  -f  2^.1,  +  2flJ1AfI1  +  2tfiIATI1 

inoltre  : 
||  =  («  -  2)  (.v,  4,  +  xa  4„  +  x,  ^)  +  (3  n  -  8)  0,  A„  +  .v2  4,  +  x,  A}1)  , 

~  =  (n-  2)  (x,  4,,  +  x,  J„  +  x3  J:;)  +  (3  n  -  8) (x,  Al2  +  x2  ^M  +  x,  ^J  , 

|^  =  («-2)(x1^J1  +  XlAì2+x.A}ì)  +  (3»-8)(xl^l3  +  x.43  +  x}  J„), 

ed  analoghe,  per  le  quali  : 

A  =  x\Atl  +  x\A21  +  x]A..  +  -v2a-.(^.  -f  AJ  -f-  XjX.C^j,  -f  ^,.) 


UO 
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Rammentando  le  (37),  (38),  si  avrà  quindi  la 

posto 

{Aalt)  =  -4an  -(-  £<7,2  -f-  CaJ3  -(-  2 1(7,.  -f-  2  Ma.,  -f-  2  ATai2, 

(aAtl)  =  aJ„  +  bAa-\-cAVi  +  l(A2.  +  Jp)  -f  >«(>/.,  +  ^I;)  +  «(^  +  -0- 

Sarà  per  queste  e  per  le  (38)  : 

)     Z*  =  2  [fl(tf „*„)]. 

Ora  le  relazioni  (44)  danno  in  primo  luogo  : 

(f^  *„)  =  («  -  *)[(«  -  *)(«„*„)  +  (»  -  3)^/,,,,)], 
dimostrasi  facilmente  di  poi  che 

e  per  le  medesime  si  avrà  : 

^P  =  («  -  2)>I1/,„)  +  2(«  -  2) (3  n  -  S)^,,/,,) 

+  («  -  2)(«  -  3)(^/„„)  +  3  0»  -  3)(3«  ~  8)(«*„„), 
ma  per  la  (12) 

dunque  il  secondo  membro  della  equazione  superióre  è  eguale  a  5-3  . 


Se  n  =  3,  essendo  I  —  —^gf  come  risulta  dalla  (42),  si  ha 
dx2         2 


a2/      1    , 


e  quindi  : 

e,  rammentando  essere  (a/,,)  =  3/;,  si  dedurrà  dalle  (46): 

brioschi,  tomo  IH. 
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ma  in  questo  caso  («„/,,)  =  6bri,  ed  è  in  generale  (J /;„)  =  2/,  si  avrà  quindi: 

J  =  -s(jf-g*)- 

Pel  caso  di  /  forma  ternaria  dell'ordine  n,  il  valore  di  /  è  dato  dalla  (42)  ;  ope- 
rando come  sopra  ed  osservando  essere 

t*f,g,)  =  gb,        [«W„„)]  =  [*(«/„„)], 

si  giunge  alla 

i8(3»-7);(3»-8)/  =  (»-2)[3(3»-7)(3»-8)y7-(»2  +  6»-2i)^] 
(47))     —  («—  3)t2(«  —  2)  (4«—  »3)/(«*„)  +  (S«  —  w)G«—  »  3)  («?«,)! 


<  V."  -M  L-  V."  "VVT"  ~JSJ\~bllS      I      V.J  "  "-/\J-  -JS\~TllSI 

(     +3(»-3)(3«-7)J2(2n-5)[fl(^/IIII)]  +  3(3«-8)[fl(«AIIII)]|. 


7.  È  noto,  pel  lavoro  di  Aronhold  sopra  citato,  che  le  espressioni  ars ,  bri,  ... 
oltre  alle  nove  equazioni  della  forma 

(fjy  +  (fjr+vj,r  =  o, 

soddisfano  ad  altre  trenta  deducibili  dalla  seguente 

(48)  *„  cij.r  +  K  (UT  +  •  •  ■  +  2  «„  (fjj*  =  0  , 

nella  quale  uno  almeno  degli  indici  ).,  (/.  sia  differente  da  r,  s.  Sarà  quindi  : 

flu  6XI  -f  Z>„  &„  -f-  C,,  &      +  2  /,,  £      -f~  2  "*,,  &,,  +  2  ",,  *,2  =  °  > 
an  Cu  "T"  ^n  C22  "I-  fii  C3J  4"  2  'u  C2;  "T"  2  '",,  Cj,  +  2  »„  Ctl  =  O  , 

e  cosi  di  seguito. 

Ritornando  ora  alla  importante  formola  stabilita  nel  paragrafo  precedente 

(49)  3(3»-  T)h„  =  («  -  a)  («„/,,)  +  («  -  3) (*/„„) , 

osserviamo   come   moltiplicando    le  /;,, ,  /;,2 ,  ...    per   atl,  blt,  ...  si  giunga,  per  la 
(48)  e  pei  valori  di  g  dati  nello  stesso  paragrafo,  alla  relazione 

3(3"-  7)(«„*J  =  C»  -  »)*/..  +  («  -  3)[«(«„/„J] . 

ed  analogamente  : 

3  (3  »  -  7)<XA.)  =  («  -  *)*/„  +  («  -  3)[*(flaJ..„)]  » 
e  simili.  Queste  moltiplicate   per  x\ ,  a* ,  ...    riconducono    evidentemente    alla   (42)  ; 
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moltiplicate  per  a,  b,  e,  . .  .  danno  per  le  (38)  la 

2  [«(«„*„)]  =  sb> 

trovata  nello  stesso  precedente  paragrafo. 

Moltiplicando    infine    le    equazioni    stesse   per   A,  B,  C,  . . .   ed    osservando    che 
per  la 

dimostrata  più  addietro,  si  ha  : 

,   ,  ;*  =  [^(«,A.)]  +  aK4A,)]. 

che  inoltre  : 

(AftI)  =  2l,  (*/„)  =  3*, 

si  giunge  alla 

(50)      («  -  2)(6;7;  -  2?i)  =  6(3  «  -  7)K^A,)]  ~  »(*  -  3)[«0»4J/,„J> 

nella  quale  deve  porsi  per  /  il  valore  dato  dalla  (42). 

Si  noti  che  moltiplicando  la  (49)  per  A,  B,  .  . . ,  oppure  per  a,  [i,  . . . ,  essendo 

(Ahlt)  =  2j,  (a/;ii)=3Q, 

si  ottengono  le  relazioni  : 


(50 


6  (3  «  -  7)  /  =  C»  -  2)  !>*(«„/„)]  +  («  -  3)^0'/,,,,)] , 
9(3»  -  7)Q  =  («  -  2) [a  («„/„)]  +  (n  -  3)  [«(*/„„)]. 


Il  covariante  /  introdotto  nel  precedente   paragrafo    può  porsi   sotto  altra   forma 
che  importa  qui  rammentare.  Posto 

(a^AJ  =atxAtl  +  a22Bls  -f  a}}  C„  -f  2023LI]  +  2«3IM„  -f  2a12NIIt 

(n:ìAi2)  =  ntlA12  +  »32£12  +  ";iCI2  +  2«2,LI2  +  2«3IMia  -f  2nS2NI2, 

e  così  di  seguito,  si  hanno  le 

;'  =  («..4J  +  («„  4J  +  ('«.,  43)  =  (»„  4.)  +(*„  4J  +  (/„  a2ì) 

=  (»„^.)+a.^j+(c„^„), 

ed  altre  tre  espressioni  mutando  le  ^rJ ,  Srj  ,  . .  .  in  Air ,  Bsr,  ... 
Nello  stesso  modo  il  covariante 


'-(*-&)■ 
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dell'ordine  8  (»  —  3)  e  del  grado  8°,  può  esprimersi  coll'una  o  eoll'altra  delle  forme  : 

l  =  A[AlxAll  +  A„Bll  +  A„Cll  +  (Aiì  +  AJLll+  ■  ••]  +  (*„«„)  +  («,.0. 

posto 

((zm  an)  =  rzn  xit  -|-  flMP„  -f-  «jjYu  ~~T~  2fl«\i  4"  2fl3i!-'-ii  ~T"  2'zi2Vn  » 
oppure 

S  =  (*,.«„)  +  (*„«J  +  &,«„)  +  »(*„«„)  +  2(«,l«)l)  +  2(«n  xj  ; 

e  si  avranno  sei  espressioni   della   prima   specie  e  le  corrispondenti  sei  della    seconda. 

Così  sussisteranno  per  ciascuna  espressione  di  0  altre  cinque  identicamente  eguali  a 
zero  ;  sarà  per  esempio  : 

o  =  4[^n  A„  +  A22B22  +  Ay>  C22  -f  (^2.  +  A_2)L22  H ]  +  («„  acj  +  («..aj, 

e  la  corrispondente  nell'altra  forma.  Moltiplicando  la  prima  espressione  di  à  e  le  altre 
cinque,  identicamente  nulle,  che  da  essa  si  deducono,  ordinatamente  per  x\ ,  x\ ,  .  . .  e 
sommando,  si  ottiene  : 

^  =  4(M,)t(«„)  +  K). 
e  simili,  e  per  esse  : 

*f=A[A(A„ftJ\  +  [«('„/.,)]  +  [*(«„/„)], 

la  quale  per  la  seconda  delle  (51)  conduce  alla 

C«- 2)*/- 9(3» -7)fi 

=  («  -  2))4[A(AJJ]  +  [«(«„/„)]]  -  («  -  3)[«(«/„„)]- 

Altri  due  covarianti  degli  ordini  io(w  —  3),  12  (;z  —  3)  e  dei  gradi  io°  e  120  si  ot- 
tengono sostituendo  nella  forma  di  ;  data  nel  precedente  paragrafo,  od  anche  nelle  su- 
periori, e  nelle  espressioni  di  g,  le  xrt ,  $,s,  ■  ■  •  alle  #,, ,  brs , . . .  Denominando  con 
p,  o  questi  covarianti,  si  avranno  le 

f<7^   =   («*„), 

e  simili,  le  quali  conducono  a  relazioni  analoghe  alle  superiori.  Per  le  forme  del  terzo 
ordine  à,  p,  5  sono  eguali,  salvo  un  coefficiente  numerico,  a  £2 ,  y/,  j2 . 

Applicheremo  in  altro  lavoro  questi  risultati  alle  forme  ternarie  del  quarto  ordine. 

[Pi.  G.]. 


XCI. 

SOPRA  UNA  TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI 
DEL  QUINTO  GRADO. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  li,  tomo  XVI  (1888-89),   pp.   181-18 


1.  Sia  f(xtJ  xj    una    forma    binaria  del  quinto  ordine;    è  noto  che  essa  ha  tre 
covarianti  p,  q,  r  del  terzo  ordine  e  dei  gradi  f,  50,  <f.  Posto 

l  =  T(ff)<> 

si  hanno  i  primi  due  covarianti  dalle 

P=-iU'l),,        q  =  QP), 
e  supposto  m  =  -j-Q'p),  si  ottiene  il  terzo  r  =  (inp). 

I  covarianti  p,  q,  r  sono  legati  da  una  equazione  del  terzo  grado  come  ho  dimo- 
strato in  altro  lavoro  *). 

La  forma  /  ha  tre  invarianti  : 

A  =  ±QT)t,        B  =  Qm\,        C  =  -i-(wm)„ 

dei  gradi  40,  8°,  120,  inoltre  l'invariante  del  180  grado  ed  il  discriminante  A. 
Indicando  con  x0,  xt,  ...  x    le  radici  della  equazione 

f(x)  =  aox}  -\-  5  aì  x4  -f-  io a2x''  -{-■■■-{-  a.  =  0 , 


*)  Sulle  relazioni  esistenti  tra  covarianti  ed  invarianti  di  una  stessa  forma  binaria  [LXXXV,  t.  Il, 
pp.  281-294]. 


22  sopra  una  trasformazione  delle  equazioni  del  quinto  grado. 

/'(-v0)/'(a-,)  .../'(a4)  =  5s<A, 
ed  esprimendo  A  in  funzione  dei  coefficienti  ao,  a,  ,  ...  si  ottiene: 
A  =  iG{A2  —  1445). 

2.  La  trasformazione  della  equazione  /(.v)  =  0  per  mezzo  del  covariante  p,  o  per 
la  iormola 

5        /'(*)  ' 

è  nota  da  molti  anni  per  le  ricerche  del  sig.  Hermite  sull'invariante  del  180  grado  *). 
In  questa  Nota  considero  invece  l'analoga  trasformazione  che  può  operarsi  col  cova- 
viante  </(*)• 

Indicando  con  xr  una  qualsivoglia  delle  radici  xa,  xit  ...  x+,  pongo: 

è  noto  : 

i°  che  sostituendo  nel  primo  coefficiente  di  un  covariante  ai  coefficienti  a0,  ar ,  ... 
le  a  =  o,  a  =  a,  a2  =  $,  a  =  y,  a  =  S,  a  =  1,  si  ottiene  il  valore  di  quel  cova- 
riante per  x  =  .vr  ; 

2°  che  la  stessa  sostituzione  eseguita  in  un  invariante  dà  il  valore  di  esso  in  fun- 
zione delle  radici. 

Per  determinare  il  valore  di  q  (a%)  e  quelli  di  A,  B,   C,  pongasi  : 

/o=3^  —  4»v,        2ll  =  2$y—  3aS,        /2  =  *  —  4P&  +  3  y2, 

inoltre  : 

fo  =  2  a  p  y  —  *'  ^  —  f1'  > 

3/,i=  oc^S-f  xf  —  -j:  -  ^y, 

p3  =  a  y  -f-  2  p  y  S  —  !^  —  *  S2  —  y5  » 

»»o   =  P0P2   —  P%  2"1l—PoP;   P,Pz>  1'h   =PiP;    ~  P2» 


*)  Hermite,  Sur  l'iqualion  du  ;'""'  (fe^  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Scien- 
ces, t.  LXI  (1865),  pp.  877-882,  965-972,  1073-10S1;  t.  LXII  (1866),  pp.  65-72,  157-162,  245-253, 
715-722,  919-924,  959-966,  1054-1059,  1161-1167,  1213-1215]. 
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e  si  avranno  le 

A  =  lalx  —  l\,        B  =  /ow2  —  2/,  Hjj  -f-  /2/»0,         C  =  f»0ff»a  —  m\. 

Il  primo  coefficiente  del  covariante  q  è 

KPt-hPo* 

quindi  sostituendo  i  valori  superiori  si  ottiene  : 

6q(x^=  k(3?'S—  aP'T*—  i6apY&4-  9***"+  6*?2  +  Sxy5  —  8a2y), 
la  quale  espressione  dimostra  la  proprietà  speciale  al  covariante  q,  cioè  che 

9  CO  _  5  9  CO 

/CO 

è  una  funzione  intiera  di  x,  {J,  y,  S  del  grado  io0  rispetto  alle  radici. 
Posto 

'7  CO 
Jr  y. 

si  ha  2yT  =  o,  ossia  è  nullo  il  coefficiente  del  secondo  termine  nella  trasformata  in  v. 
I  coefficienti  dei  termini  terzo,  quarto,  ecc.  saranno  dei  gradi  20°,  300 , .  .  .  rispetto 
alle  radici,  cioè  dei  gradi  8°,  120,  160,  200  rispetto  ai  coefficienti  della  /(-v).  Essi  sa- 
ranno quindi  funzioni  dei  soli  tre  invarianti  A,  B,  C. 

Ricorrendo  al  metodo,  che  ho  indicato  in  altra  occasione  *),  si  giunge  facilmente 
alla  calcolazione  della  trasformata  in  y,  che  è  la  seguente  : 

(   ys  _  I0 By->  +  4oC/+5(fiC+5  B>)y 

(0 

la  quale  può  scriversi  anche  così  : 
y(f~5  B)2  +  40  C(y>  -  5  B)  +  lfA  Cy  +  4(f  AB1  +  *-A>  C  -  AB  C)  =  0. 

3.  Sia 

?(x)  =  _/00_, 


')   Ceber  die   Transformation  der  algebraischen  Gleichungen  durch   Covarianttn  (Auszug  aus  einem 
Briefe  an  Herrn  Gordan  in  Erlangen)  [Mathematische  Annalen,  t.  XXIX  (1887),  pp.  327-330]. 
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e  si  indichino  con  g2,  g,,  g  gli  invarianti  ed  il  discriminante  della  biquadratica  c-(x); 
sarà  come  è  noto  : 

g  =  g\  —  27  g], 

da  cui  : 

(2)  lèy.g2  =  slrJa0.±*  . 

Gli  invarianti  g2,  g  ,  come  pure  i  covarianti  di  9,  possono  esprimersi  in  funzione  delle 
a,  p,  y,  S,  e  si  hanno  le 

?3  =7^r(I44«Y+  i8oPYS  -  108^  -  1350C&'  -  8oY5)- 

4  -3 

Ora,  pei  valori  superiori  di  lo,  lt,  12,  essendo 

4  A  =  I2xfi2  —  iéx2y  -f-  32^y2  —  48^$  -f-  jéx^yS  —  9  a2  S2  —  48  x  v5 , 
rammentando  il  valore  di  q  (xr),  si  giunge  alla  relazione  : 


da  cui 


od  infine  per  la  (2) 


supposto  a0  =  1. 


24  ?  OO  +  ^  a  =  —  ^|- *2£. , 

27ir  =  -4^(i2vr  +  ^)  =  -^, 
?2  A2 


4.  Per  determinare  quale  funzione  delle  radici  della  equazione  ?(.v)  =  0  sia  la  ^r, 
supponiamo  r  =  0,  siano  cioè  x, ,  x2 ,  .v. ,  x  le  radici  di  quest'ultima  equazione.  È 
noto  che,  indicando  con  ~k,  [t,  v  le  tre  espressioni  di  queste  radici 

1  =£[(*,  -  .v4)(a-;  -  .v2)  -  (a-    -  x;)(x2  -  a-4)], 

1*  =  5  K*.  -  *J  (*,  -  -v;)  -  Cf ,  -  *«)  (*,  -  *J] . 
*  =  £K*,  -  *,)C*>  -  *,)  -  C*.  -  OC*,  -  *3)L 
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sono  1,  f.,  v  le  radici  della  equazione 

Ora,  scrivendo  per  brevità  (W)  =  xT  —  xs,  ai  valori  di  "k,  [/.,  v  può    darsi  la  forma  : 

1  =  1L(rj)02)[C^  +  |>],       ,^(,4)(4^  +  M], 

ed  essendo  g  =4>jav,  si  avrà 

Vo  ~  L(i3)  +  (23)JL(X4)  +  (34)JL(")  +  (42)J  • 

Queste  cinque  funzioni  ^0 ,  \.,  ,  .  .  .  ^4  furono  già  indicate  dal  sig.  Kronecker  in  una  sua 
comunicazione  all'Accademia  di  Berlino,  non  peranco  compiuta  *). 
Essendo 

A2 

la  calcolazione    della  equazione  di  cui  le  radici    sono  ~o,  ^  ,  ...  r    non  presenta  dif- 
ficoltà, dipendendo  dalla  già  calcolata  (i)  in  y. 

Posto  ^r  =  vrV5,    si  può  dare  all'equazione  in  v  la  forma  seguente  : 

(v  —  P)s  -  io(P2  —  i)(v  —  P)5  +  25  (P2  -  i)2(i>  —  P) 

+  i6P(P2-  i)2+  0(5r2  + 27)  =  0, 
nella  quale  : 

P  =  44,  Q  =  2.3!474- 

A2  A2 

Il  sig.  Hermite  nelle  Note  sopra  citate  ha  pure  considerato  una  equazione  della  stessa 
specie.  Indicando  con  /,  g,  h,  l  le  quattro  funzioni  delle  radici  xa ,  xl  ,  ... 

/=(i2)(34),        ?  =  (i3)(4»).        &  =  (i4)(a3). 

;  =  (0l)(02)(03)(04), 


*)  Kronecker,    Zur  Theorie  der  Gaitungai   rationaler    Functionen  von  mehreren   Variabeìn  [Sit- 
zungsberichte  der  Kònigl.  Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  a.   1886,  pp.  251-253]. 
tomo  in.  4 
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egli  pone  : 

\  =  (h-g){g-f)<J-V)l, 

e  quindi  sarà  : 

\=4.5i(l2,Vr  +  ^)  =  5iA\'r. 

5.  Ritornando  alla  equazione  (1)  in  y,  supponiamo  in  essa  B  =  0,  e  posto 

4       A  \    A> 

nella  seconda  delle  quali  /  ha  l'ordinario  valore,  si  deduce  la 

ia,J  =  ft*+3),&,+  »*"  +  *4). 

0  la 

i23(J  —  i)  =  ^fc44-  io^2  +  45)2> 

cioè  la  nota  forma  normale  delle  equazioni  del  quinto  grado.  Una  equazione  del  quinto 
grado,  per  la  quale  l'invariante  B  =  0,  si  trasforma  quindi  per  le  indicate  sostituzioni 
nella 

^  +  io^5  4-45^+'  =  °. 
essendo 

t  —  _  24 1 7 1 1  —  1. 

6.  A  questo  risultato  si  può  giungere  in  altro  modo,  il  quale  ha  il  vantaggio  di 
stabilire  la  proprietà  caratteristica  delle  forme  binarie  del  quinto  ordine  di  cui  l'inva- 
riante £  =  0. 

Rammento,  a  questo  scopo,  alcune  relazioni  fra  invarianti  e  covarianti  di  una  quàn- 
tica f(xt ,  .\\) ,  relazioni  l'esistenza  delle  quali  è  dimostrata  nel  mio  scritto  citato  nel 
n°  1.  Ai  covarianti  ì,  m,  p  ed  agli  invarianti  A,  B,  C  definiti  nel  medesimo  n° 
aggiungo  ora  il  covariante  quadratico  n  ed  i  covarianti  lineari  x,  £ ,  y ,  ò ,  così  de- 
finiti: 

n  =  Qnì),        x  =  (//>)„         P  =  (/a),        Y  =  («),        &  =  (»«), 

e  l'invariante  D  del  180  grado: 

D  =  («*)  =  (TP> 

Posto 

I  =  4(2JB  -  27  C),         M  =  4^C— B1, 

P  =  -i-5i  — ^M,  C=CL  —  -J-5M, 

si  ha  : 

D2  =  BLM  —  AM2  -  CL2, 
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e  le 

D'I  =  £Sa  —  2PSx  -ilAfa'.         D2w  =  MS2  —  2  O&a  —  -M2c.\ 

Mp  =  4  C  l  x  —  2JB»ta-|-2wxS, 

gMf=  a5/  —  2701H;2  -f-  8Axlm  —  2BxP  -j-  2(275  —  SA2)mp, 

e  fra  i  tre  covarianti  lineari  x ,  y ,  S  sussiste  la  relazione  : 

MS  =  Ox  —  Dy. 

Per  quest'ultima    relazione,  i  covarianti  /,  m  e  quindi  p,  f  si  possono  esprimere 
in  funzione  dei  covarianti  lineari  x,  y  dei  gradi  50,   n°  e  si  hanno  le 

M2l  =  —  Ox2  -f-  2  Dxy  +  Ly2,  Min  =  Col1  +  f, 

e,  supponendo  B  =  o,  si  ottengono  facilmente  le 

^J''C'p  =  8.3JC"'x;-{-  6CDx2y  —  8.34C2xy2  —  2Dy">, 

32.4'^C'/=3^CxJ+io.3J^x=y2  +  45.32C2xf  +  2jDy', 

ossia,  posto 

(4)  «  =  »»,.        T  =  '^I/3C'» 

si  avri  : 


essendo 


-^/P  C/  =  11»  +  ior,|-fl;  +  4JV^  —  *^ . 


2D 


3CV3C 


43   ^' 


e  quindi  : 

(5)  *2+I2>=  ^7^, 

come  nel  precedente  n°. 

Rimane    così    dimostrato  che  una  forma    binaria  del  quinto    ordine,  per  la  quale 
l'invariante  5  =  0,  mediante  la  trasformazione  (4)  si  riduce  alla  forma  normale. 

Il  valore  superiore  di  p  per  le  stesse  (4)  diviene  : 

^Alp  =  8»|  —  /viX  —  72V^  +  *"il> 

ed  indicando  con  p  il  covariante  di  quarto  ordine  e  di  quarto  grado  definito  dalla  re- 
lazione 

/\A?=  $lm  —  a p  , 
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si  ottiene  la 


-ij^4:  =  r*  +  l8r,;r,j  —  tr.^r.l  —  27r,4, 


Infine  dal  valore  superiore  di  in  si  deduce  : 

^Am  =  r,:  -j-  yr,22. 
Fra  i  covarianti  /,  s,  p,  in,  a,  y   sussistono  le  tre  relazioni  seguenti: 

.    />*)*  =  Afi\t  —  $Cf,         3cfr'i  —  Arr'\  —  3~'»1''  > 
(  C(plìt  —  8^3p)   -\-  31  Cp!r,22  —  —  3'r,22m'' , 

e  quindi,  per  le  ultime  due, 

CQ>7),  —  8^/p)2  +  3''  Cp*rr2  +  (3  C/-/1,  —  Azr,2)r22  =  o, 
e  questa,  per  la  prima  delle  superiori,  conduce  alla  equazione  quadratica  in  nl  : 

essendo 

P=CP*+3slCfp?-A->f>, 

2Q=C(iiAp'9-9Cfp  +  6A*f9*), 

R=  C(G+A2p2f  —  SiCp-'f—^ACf2?). 

I  covarianti  lineari  a,  y  od  •/),,  r,2  si  possono  quindi  determinare  in  funzione  di  /,  f , 
p,  A,  C  per  la  risoluzione  di  equazioni  quadratiche.  Posto 

Aa  =  3C>(Ap2?  —  3Cf), 

4\fb  =  0(4A2z2  -  9C/p)(9Q4  -  i6A''f  +  24ACfpf), 

ossia  a,  b  gli  invarianti  di  quarto  e  di  ottavo  grado  della  quintica 

vi  -j-  io  "j.v2  -f-  5  ;j.i'  -f-  v  ==  o  , 
nella  quale  : 

2^  =  —  C/> ,         [/.  =  z/  Cp ,         v  =  —  3  C2f, 

4O(02  —  PK)=  i6p2(az—  i44/.)=^2V, 
e  quindi  : 

44  Vf*  —  XvJ  -)-  u.S  +  a  v2 

''ii  ==  T^i i — i : J 

1  i6/.4  —  u.'  -f-  2  A(iV 


I 
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ed  il  valore  di  *i2  si  otterrà  dalla 

2X71]  -|-  y.-/;l  -\-  v  =  o. 

È  noto  *)  che  una  radice  qualunque  vt  dell'equazione  superiore  si  esprime  in  fun- 
zione di  »),,  r,2  e  della  corrispondente  radice  ^r  della  equazione  normale  nel  modo 
seguente  : 

*>.  +  'I2V 

Vr  =  ~       '..4.    -,       ' 

le  radici  i'r  sono  quindi  note  quando  sia  determinato  il  valore  del  coefficiente  /  del- 
l'equazione suindicata  in  funzione  dei  coefficienti  a  ,  [j. ,  v.  Ora  dalle  prime  due  rela- 
zioni (6)  si  deducono  le 

2  a x]  —  3  y- ti ,  —  3  v  =  8 ^4 X  »i , 

[AYlj  -f-  VKlj   =  33Cw3  , 

quindi  per  la  (5)  si  avrà  : 

8V(|A7|J  +  vr,s) 

7.  Il  prof.  Gordan  ha  dimostrato  che  una  equazione  qualsivoglia  del  quinto  grado 
f(x)  =  o,  mediante  la  sostituzione  **) 

«  =  *.*(*) +'VK*). 

nella  quale  9  (x)  ,  y  (a)  sono  polinomi  in  x  del  secondo  e  del  quarto  grado  che  sod- 
disfano le 

]T?2(.v)  =  0,  J>  (*)  +  (*)  =  °>  J>(*)  =  °> 

si  trasforma  nella 

V'  -f-  IO  Ai1"  -\-  5[LV  -[^  v  =  o, 

e  quindi  saranno  X,  u.,  v  forme  binarie  in  XiS  X2  degli  ordini  3°,  40,  50. 


*)  Kiepert,  Aufiosung  der  Gleichungen  funften  Graies  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik,  t.  LXXXVII  (1879),  pp.  1 14-153]. — Klein,  Vorlesungen  ùber  das  Ikosaeder  (Leipzig,  1884), 
pag.  193. 

**)  Gordam,  Ueber  Gleichungen  funften  Grades  [Mathemalische  Annalen,  t.  XXVIII  (1887), 
pp.  152-166]. 
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L'invariante  B  dell'ottavo  grado  della  equazione  superiore  in  V  ha  la  proprietà  di 
decomporsi  in  due  fattori  ;  infatti  trovasi  facilmente  essere 

185  =  (2a2  —  3av)(9V  —  p?  -fio), 
e  perciò  sarà  B  =  o  quando  sia 

2  [j.2  —  3  1  v  =  o . 
Indicando  con  A'  una  indeterminata,  questa  è  soddisfatta  ponendo 

p  =  3M,         v=6U\ 
per  le  quali  l'equazione  in  u  diventa  : 

vs  -f-  i o i v2  -f-  1 5  a /c-y  -}"  ^ "A ^  =  °  > 

la  quale  facilmente  si  riconduce  alla  forma  normale  *). 
La  equazione  2  \j.2  —  3  7,  v  =  o  equivale  alla 

conduce  cioè  ad  una  equazione  dell'ottavo  grado  in  ~kl  :  \ . 
Ottobre  1888. 

[L.],  [Pa.]. 


*)  Gordan,  Sur  les  iquations  du  cinquitme  degri  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquèes, 
s.  IV,  t.  I  (1885),  pp.  455-458]. 


XCII. 


PRINCIPII  DI  UNA  TEORIA  SULLA  TRASFORMAZIONE 
DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


Annoti  di  XatemaUea  pura  ed  applicata,  scile  II,  tomo  XVI  (1S8S-89),  pp.  329-3 ;j|. 


1.  La  teoria  della  trasformazione  delle  equazioni  algebriche,  mentre  è  andata  acqui- 
stando importanza  per  le  conseguenze  dedotte  da  alcuni  risultati  di  essa  (per  esempio 
la  trasformazione  di  Jerrard  nella  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado),  non 
può  dirsi  abbia  fatto  progressi  notevoli  e  corrispondenti  a  quella  importanza.  Il  metodo 
di  Tschirnhaus,  per  quanto  reso  di  più  facile  uso  dal  sig.  Hermite  *),  rimane  pur 
sempre  un  metodo  col  quale  si  può  giungere  in  alcuni  casi  a  dimostrare  la  possibilità 
di  un  risultato  piuttosto  che  ad  ottenerlo.  Le  più  recenti  ricerche  dei  signori  Klein  e 
Gordan  **),  senza  dubbio  di  molto  valore,  hanno  per  iscopo  forse  più  quistioni  spe- 
ciali che  il  problema  nella  sua  generalità,  ed  in  ogni  modo  tendono  anch'esse  a  porre 
in  evidenza  che  un  determinato  risultato  è  possibile,  ancora  più  che  ad  ottenerlo. 

Io  penso  che  la  teoria  delle  forme  possa  opportunamente  prestarsi  a  dare  un  nuovo 
indirizzo  a  questo  genere  di  ricerche,  ed  in  questo  scritto  rammento  od  espongo  alcuni 
teoremi  generali  sopra  i  quali  si  fonda  il  metodo  di  trasformazione  che  segue. 


")  Hermite,  Sur  quelques  thiorèmes  d'algebre  et  la  rèsoìution  de  l'équation  du  quatrième  degrè 
[Co:nptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  961-967]. 

**)  Klein,  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  [Mathematische 
Annalen,  t.  XXVIII  (1887),  pp.  499-532];   VorUsungtn  iiber  das  Ikosaeder  (Leipzig,  1884). 

Gordan,  Ueber  Gleichungen fùnften  Grades  [Mathematische  Annalen,  t.  XXVIII  (1887),  pp.  152-166]. 
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2.  Il  punto  di  partenza  è  un  teorema  dovuto  al  sig.  Hermite  *)  che  trascrivo 
qui  colle  sue  stesse  parole  :  «  Soit  f(x,  v)  une  forme  d'ordre  n  et  ò  (a,  v)  un  de  ses 
«  covariants  d'ordre  n  —  2  ;  je  dis  que  les  coefficients  de  la  transformée  en  y  de  l'équa- 
«  tion  /(a-,  i)  =  o  obtenue  en  posant 

«  sont  tous  des  invariants  de  f(x,  y)  ». 

Evidentemente  la  x  del  secondo  membro  della  (1)  è  una  delle  radici  della  equa- 
zione /(x)  -=  o,  e  la  y  del  primo  membro  la  corrispondente  radice  della  equazione 
trasformata. 

Si  indichi  con  xr(r  =  0,    1  ,  ...  n  —  1)  una  delle  radici  della  equazione /(x)  =  0 

e  pongasi  : 

(2)  /(a)  =  (a-x)?(x). 

Ora,  in  una  comunicazione  fatta  da  me  recentemente  alla  Società  Matematica  di  Lon- 
dra **),  ho  dimostrato  i  seguenti  due  teoremi  : 

i°  ciascun  covariante  di  ordine  m  e  di  grado  p  della  forma  /(x),  nel  quale  in 
luogo  di  x  siasi  sostituito  xr,  si  può  esprimere  in  funzione  intera  e  razionale  di  co- 
varianti di  ordine  ni  -f-  p  e  di  grado  p  della  forma  <p  (x)  ; 

2°  ciascun  invariante  di  grado  p  della  forma  /(x)  si  può  esprimere  per  cova- 
rianti di  ordine  p  e  di  grado  p  della  forma  'f(x). 

Da  questi  due  teoremi  si  è  condotti  ad  una  nuova  interpretazione  della  trasfor- 
mata in  y  della  equazione  /(x)  =  o  ;  essa  infatti  non  è  che  una  relazione  o  sizigia  fra 
gli  invarianti  ed  i  covarianti  della  forma  o(x)  di  ordine  ti  —  1,  cioè  minore  di  una 
unità  del  grado  della  /(x)  =  o. 

Rimane  ora  a  trovare  una  via  diretta  per  mezzo  della  quale  si  possano  determi- 
nare i  valori  dei  covarianti  di  f(x),  per  x  =  xr  e  dei  suoi  invarianti  in  funzione  dei 
covarianti  e  degli  invarianti  della  forma  <f(x). 

Si  noti  che,  posto 


/.(*) 


Il(ll  —  i)    ...    (lì  —  S  -f-   i)       d. 


r   M  _  J à'?(x) 

P.W  —  („_!)(„_  2)    ...    („_  S)      dx' 


*)  Hermite,  Sur  l'iquation  iu  cinquitme  degré  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LXI  (1865),  pp.  965-972  (p.  969)]. 

**)  Sur  la  transformation  des  équations  algèbriques  [Proceedings  of  the  London  Mathematica!  So- 
ciety, t.  XX  (1889),  pp.  1 27-1 31]. 
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dalli   relazione  (2)  si  ha 
e  quindi  : 


/.(*,)    =  --?.-.(>)• 


y  o  ./  1  H     1  o  ;  -  H 

nelle  quali,  come  in  seguito,  supporremo  sempre  eseguita  la  sostituzione  di  ,v,   ad  x. 
Sia 

ZOO  =  O'o.  »,»  •••  OC*>  0"; 

è  noto  che  se  nel  primo  coefficiente  di  un  covariante  di  /,  od  in  un  invariante,  si  so- 
stituiscono ai  coefficienti  fl0,  a, ,  . . .  le  /„,/,,...  si  ottiene  il  covariante  o  l'inva- 
riante, cosicché  supponendo,  per  esempio  : 

#  =  t(/A>        *  =  -K//)4> 

si  hanno  le 

H=fBf1  -/;,        *=/„/,  -  4/J;  +  3/:- 

Ma  questi  covarianti  H,  k,  ...  sono    covarianti,  per  quanto  si  è  esposto  sopra,  della 
forma  9  (x),  ed  è  anche  noto  che  i  covarianti  e  gli  invarianti  di  una  forma  qualsivo- 
glia cp(x)  si  esprimono  in  funzione  razionale,  intera  dei  covarianti  associati  alla  stessa 
forma,  sostituendo  alle  ?„,?,,•■•  quei  covarianti  associati. 
Ponendo  per  esempio  : 

*=tOp?)..      *  =  »(?»)>      *  =  tOp?X>      ••• 

si  avrebbero  le 

?o  =  ?i        ?,  =  0,        <p2  =  9*.        ?,  =  ?',        <p4  =  ?(?2*  —  3*0 , 
e  quindi  : 

/0  =  o,       /,  =  —?,        /,  =  o,       f=J-vb,        f=±?t, 


da  cui  : 


U  *         2  L  I2      M 


Se  infine  osservasi  che  per  mezzo  dei  covarianti  associati  ad  una  data  forma  si 
possono  stabilire  le  relazioni  sizigetiche  fra  i  covarianti  e  gli  invarianti  di  essa  con  sem- 
plicità finora  non  superata  da  altri  metodi,  non  può  rimanere  dubbio  sulla  opportunità 
di  averli  introdotti  in  un  metodo  di  trasformazione,  il  quale  ha  per  fine  la  ricerca  di 
una  sizigia. 
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Sia 

f  +  Ay"2  +  ^f->  +  ■  •  •  +  a,  =  o 

la  trasformata  in  y,  per  determinare  il  grado  di  un  coefficiente  Ar  nei  coefficienti  a0, 
ay  ,  ...  della  forma  /(*),  e  quindi  di  quali  invarianti  della  forma  stessa  quel  coefficiente 
si  componga,  è  d'uopo  distinguere  i  due  casi,  secondo  che  il  secondo  membro  della  for- 
inola (i)  di  trasformazione  è  frazionario  od  intero.  Nel  primo  caso  il  grado  di  Ar  è 
2  (ri  —  i)  -j-  r(p  —  i),  e  nel  secondo  r(j>  —  i),  supponendo  essere  p  il  grado  del 
covariante  ù(x,  y")  *).  Supponendo,  per  esempio,  nel  primo  caso,  n  =  5,  p  =  3  il 
grado  di  Ar  è  eguale  a  2  r  -f-  8,  e  siccome  una  forma  di  quinto  ordine  non  ha  inva- 
riante del  140  grado,  sarà  A.  =  0.  Cosi  per  n  =  6,  se  nel  primo  caso  p  =  2  e  quindi 
Ar  del  grado  r  -j-  io,  o  nel  secondo  caso  p  =  4  ed  in  conseguenza  Ar  del  grado  3/-, 
sarà  nei  due  casi  A  =  0,  non  possedendo  una  forma  del  sesto  ordine  invarianti  di 
grado  1 3  e  di  grado  9. 

3.  Mi  limiterò  a  considerare  per  ora  il  caso  di  n  =  6.  Una  forma  binaria  del 
sesto  ordine  ha,  come  è  noto,  sei  covarianti  di  secondo  ordine,  cinque  di  quarto  or- 
dine, e  cinque  invarianti.  Non  rammento  i  covarianti  d'ordine  superiore  al  quarto,  non 
essendo  necessari  per  lo  scopo  presente.  Posto 

*  =  K//)4'       *  =  t(**)»:        l  =  <Jk\>        »  =  G*),.        n  =  (mk\, 

a  =  (i  /),        b  =  (i  tri),        e  =  (kn);        L  =  (m  n),        M  =  (n  /),        N  =  (/  m), 

sono  : 

6  covarianti  del  2°  ordine  /,  m,  n;  L,  M,  N  e  dei  gradi  3,  5,  7;  12,  10,  8 

5  B  8     4°       *       K  t;  a,  b,  e  »         2,  4;  5,  7,  9. 

Indicherò  infine  con  A,  B,  C,  D,  R  gli  invarianti  dei  gradi  2,  4,  6,  10,   15. 

La  forma  <p  del  quinto  ordine  ha,  come  è  noto,  19  covarianti  e  4  invarianti  indi- 
pendenti, e  fra  essi  sussistono  18  relazioni.  Posto 

*  =  tOp?)..         (  =  2(0/;),     >  =  -K??)4,      »  =  (**). 

£   =   (?«).  *  =  (?/>)>  £4   =   7  0  *)i  »  ?8   =   0  lO.  ' 


*)  Vedi  la  mia  Nota  :  Sulle  relazioni  esistenti  fra  covarianti  ed  invarianti  di  una  stessa  forma  bi- 
naria [LXXXV:  t.  II,  pp.  281-294]. 
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sono  £4 ,  gs  invarianti  di  40  e  di  8°  grado  ;  a  covariante  lineare  e  del  50  grado  ;.  \  (a 
del  secondo  ordine  e  dei  gradi  2,  6  ;  e  così  via. 

I  covarianti  associati  <y0,  <fi  ,  ...  hanno  in  questo  caso  i  valori  : 

?o    =   ?»  ?.    =°>  ?i    =    ?*>,  ?,   =   ?*!  ?4    =    ?    (?'*    —     3*0» 

?,  =  2?(?2(o  —  &0- 

Da  questi  valori,  e  dalle  sizigie  esistenti  fra  i  covarianti  e  gli  invarianti  della  forma  <p 
sopra  indicati,  si  deducono  pei  valori  dei  covarianti  e  degli  invarianti  di  /  le  seguenti 
semplici  espressioni  : 

6^  =  -^5>,         iS£  =  )r-f-3K,         io8.C  =  —  fe4h  +  4/>0> 

9/  =  — w,         9»i=  —  2g,         81  (w  +  2BT)  =  ^(gAt  —  \2pv.), 

k  =  —  -j-fe ,         i  =  ^  (<p/>  —  /;  V). 

Da  questi  primi  risultati  si  possono  già  dedurre  varie  forinole  di  trasformazione. 
Rammentando  che  <p  =  /'  (xr) ,  pei  valori  di  h ,  i  si  hanno  dapprima  le  due 

k  1      /;  18   Ak  4-  10/ 

7  =  -TT'      T      f-=p' 

l'una  e  l'altra  delle  quali    conducono  ad  una  trasformata  in  cui  A,  =  o.    In   secondo 

luogo  essendo 

co2  =  —  Qy  -j-  39X/)  +  V/;), 
si  avrà  : 

27    75  /2  —  4^2i*  .     18    . 

-17        /        =  -^  +  y^, 

la  quale  dimostra  potersi  assumere  y  =  g  9  siccome  forinola  di  trasformazione  ;  ed  in 
questo  caso  essendo  p  =  6  il  grado  di  ^4r  risulta  eguale  a  5  r.  Così  essendo 

2 g w  =  <p [2  /; a  -(-  (V  -L-  3  !()p]  —  2X11  b, 

pei  valori  di  /,  m  vedesi  tosto  potersi  porre  y  =  h  a  ed  il  grado  di  Ar  sarà  7  r  ;  e  così 
di  seguito. 

I  valori  dei  covarianti  biquadratici  a,  b,  e,  come  quelli  di  altre  combinazioni  biqua- 
dratiche dei  covarianti  /,  L  ,  . . .  ,  possono  servire  ad  altro  scopo. 
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Si  hanno  per  esempio  : 

i8a  =  3  #9  —  j  bp , 

8i*  =  -(5/>'+54C)?  + j^/>, 

dalle  quali  eliminando  hp  si  ha  : 

:;(4.J„  +  7i  '•)  =  [iS(AB-  75  C)  -  js/]<p, 
e  quindi  dividendo  per  <p  =  f  e  sommando  : 

V"    ,         108  ,  ,  „  , ,. 

dove    il  y    si  estende  alle  sei  radici  di  /(x,   1)  =  o  ;  cosi  dal  valore  di  a  si  ottiene: 

yhl  =  *AB, 

ed  altre  si  otterrebbero  dalle  combinazioni  indicate,  delle  quali  indicherò  alcune  : 


e  così  via. 

Il  valore  di  Z)  si  ottiene  dalla 

nella  quale  A  è  il  discriminante  di  f(x)  *). 

Riassumendo,  se  si  moltiplicano  le  espressioni  trovate  —  -,    p,    gf,    hx,  ...  per 

? 
opportune    funzioni    di  A,  B ,  ...  onde  renderle  di  gradi    eguali,  e  questi  coefficienti 


*)  A  contiene  linearmente  D;  vedi  in  proposito:  11  discriminante  delle  forme  binarie  del  usto  grado 
[LXVI:  t.  II.  pag.  77]. 
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T0,  Tl ,  ...  contengano  dei  coefficienti  numerici  indeterminati,  si  potrà  assumere  come 
forinola  di  trasformazione  la 

y  =  T0^+TlP+T2g^+T3h*+.-- 

? 

e  le  relazioni  dedotte  come  superiormente  serviranno  alla  determinazione  dei  valori  dei 
coefficienti  Ar . 

Milano,  24  febbraio  1889. 

[Pi.],  LPa.]. 


xeni. 

FELICE  CASORATI. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  sene  11,   turno   XVIII  (iSyo),   P-   264- 


É  con  sentimento  di  profonda  tristezza  che  io  devo  annunciare  ai  lettori  di  questi 
Annali  la  morte  avvenuta  l'undici  settembre  scorso  di  uno  dei  collaboratori  di  essi,  del 
Prof.  Felice  Casorati. 

L'Università  di  Pavia,  alla  quale  egli  apparteneva  dall'anno  1858,  ha  perduto  in 
lui  un  insegnante  valentissimo,  la  scienza  matematica  uno  degli  uomini  che  maggior- 
mente la  onorarono  in  questa  seconda  metà  del  secolo  decimonono. 

Egli  ebbe  molta  parte,  tanto  cogli  scritti,  quanto  coll'insegnamento,  a  quel  risveglio 
degli  studi  matematici  in  Italia,  che  permette  a  noi,  oggi  provetti,  di  confidare  nel- 
l'avvenire. 

Le  sue  pubblicazioni,  molte  delle  quali  in  questi  Annali,  sommano  a  cinquanta;  e 
fra  esse  quel  volume  che  ha  per  titolo  :  Teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse  *), 
in  cui  si  ammirano  accoppiate  le  eminenti  qualità  dell'ingegno  dell'Autore,  la  sua  estesa 
coltura  ed  una  esattezza  nelle  citazioni,  pur  troppo  non  comune. 

Riservandomi  di  apprezzare  fra  breve  in  questi  Annali  l'opera  scientifica  del  Ca- 
sorati, mi  limito  ora  all'annuncio  della  dolorosa  sua  perdita. 

[Pa.]. 


*)  Pavia,  Tipografia  dei  fratelli  Fusi,  li 


XCIV. 

ENRICO  BETTI. 

Aiutati  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II.  tomo   XX  (i&yi),  p.  256. 


Il  giorno  16  dello  scorso  mese  di  agosto  furono  rese  in  Pisa  solenni  onoranze 
funebri  ad  uno  degli  uomini  che  per  le  sue  eminenti  qualità  intellettuali  e  morali  mag- 
giormente onorarono  l'Italia  nella  seconda  metà  di  questo  secolo,  ad  Enrico  Betti. 

Conobbi  personalmente  il  Betti  nelle  ferie  pasquali  dell'anno  1858,  allorquando 
convenuti  in  Genova  coll'ottimo  Genocchi  nella  casa  ospitale  di  Placido  Tardy,  ini- 
ziammo le  trattative  col  Tortolini  per  la  pubblicazione  di  questi  Annali. 

Già  il  Tortolini  con  giusto  presentimento  del  risveglio  in  quel  momento  degli 
studi  matematici  in  Italia  aveva  pubblicato  otto  volumi  dei  suoi  Annali  di  matematica 
e  di  fisica,  ed  era  stato  grandemente  aiutato  nella  impresa  da  geometri  italiani  e  spe- 
cialmente dai  sunnominati. 

In  questi  volumi  si  trovano  quelle  Memorie  del  Betti  :  Sulla  risoluzione  delle  equa- 
zioni algebriche  *),  Sopra  l'abbassamento  delle  equazioni  modulari  delle  funzioni  ellitti- 
che **),  Sopra  la  teorica  delle  sostituzioni  ***),  nelle  quali  egli,  pel  primo,  penetrando 
negli  alti  ed  astrusi  concepimenti  di  Galois  sulla  teoria  delle  equazioni  algebriche, 
pose  in  luce  la  esattezza  delle  asserzioni  contenute  nella  celebre  lettera  a  Chevalier, 
iniziando  cosi  il  movimento  in  quelle  ricerche  alle  quali  oggi  ancora  è  dedicata  l'atti- 
vità di  eminenti  geometri. 


*)  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  Ili  (1852),  pp.  49-51. 
**)  Ibid.,  t.  IV  (1853),  pp.  81-100. 
*")  Ibid.,  t.  VI  (i85S),  PP-  5-34- 

BRioscsi,  tomo  III. 
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Divenuto  collaboratore  principale  di  questi  Annali  il  Betti  vi  pubblicò  dapprima 
varie  memorie  relative  alla  teorica  delle  forme,  ed  una  Monografia  sulle  funzioni  ellit- 
tiche, nella  quale  l'importante  teoria  è  esposta  con  originalità  di  metodo. 

Dal  1862  in  poi  la  sua  attività  scientifica  può  dirsi  tutta  rivolta  agli  ardui  pro- 
blemi della  Fisica  Matematica,  ed  anche  in  questo  campo  la  sua  acuta  intelligenza,  le 
profonde  sue  cognizioni  nell'Analisi  Matematica,  si  rivelarono  ben  presto  nei  risultati 
da  lui  ottenuti.  Oltre  venti  memorie  sue  sopra  questa  disciplina  sono  contenute  in 
questi  Annali,  nel  Nuovo  Cimento,  nelle  Memorie  della  Società  Italiana  delle  Sciente, 
detta  dei  Quaranta,  nei  Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Infine  a  questo  pe- 
riodo della  sua  vita  devesi  quel  suo  libro  sul  Potenziale,  tradotto  in  Germania  e  tanto 
apprezzato  dai  cultori  di  questi  studi  *). 

Il  Betti  non  ebbe  lunga  esistenza,  essendo  nato  nei  pressi  di  Pistoja,  il  29  ot- 
tobre 1823.  Egli  fu  insegnante  esimio  e  caldo  amico  dei  suoi  discepoli.  A  lui  princi- 
palmente spetta  l'onore  di  avere,  e  colla  sua  parola  e  col  suo  esempio,  fondata  quella 
scuola  matematica  dell'Università  di  Pisa,  dalla  quale  sono  usciti  in  molta  parte  i  gio- 
vani valorosi  che  hanno  mantenuto  e  mantengono  alto  il  nome  italiano  negli  studi 
matematici.  È  a  questi  giovani  geometri  che  io,  rammentando  la  cospicua  partecipa- 
zione del  Betti  Dell'iniziare  la  pubblicazione  di  questi  Annali  e  nel  collaborarvi,  rac- 
comando il  loro  avvenire. 

Ottobre  1892. 

[Pa.]. 


')  Teorica  delle  forfè  Newtoniane  e  sue  applicazioni  all'Elettrostatica  e  al  Magnetismo,  Pisa,   Tipo- 
grafia Nistri  e  C,  1879. 


XCY. 

SULLA  TRASFORMAZIONE  DELL'UNDECIMO  ORDINE 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XXI  (1895),  pp     509-315. 


1.  In  una  Memoria  pubblicata  negli  Annali*)  io  dimostrava  che  considerando  cin- 
que quantità  yt  ,  y  ,  y   ,  y   ,  y    per  le  quali  sussistano  le  dieci  relazioni 

yly4r  +  yly9r  +  yl,yi,  =  °>      f,yvyv  —  fvyviv  -y^y^,,  =  ° 

per  r  =  i,  4,  9,  5,  3  (mod.   u),  relazioni  già  note  pei  lavori  del  sig.  Klein  **),  ed 
indicando  con  /  la  forma  cubica  di  quelle  cinque  quantità 

/  =  y*y,  +  y\yt  +  j£j,  +  y)y<  +  y\y9  =  (y'yj  > 

si  avevano  i  seguenti  risultati. 
Posto 

erano  per  le  relazioni  superiori  : 

(yly4ry<r)  =  i>      (ylytà  =  -  **  » 


•)  Sulla  teoria  delle  funiioni  ellittiche  [LXXXVI:  t.  II,  pp.  29J-318]. 

**)  Klein,   Ueber  die   Transformation    elfter    Ordnung  der  elliptischen    Functionen    [Mathematiche 
Annalen,  t.  XV  (1879),  PP-  533-5SS]- 
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quindi  l'hessiano  h  della  forma  /  : 

h  =  3y,yj9ysy,  +  (jly29r)  —  (y\y>ryv)  =  o  , 

ed  anche  eguali  a  zero  le  sue  derivate  rispetto  ad  y  ,  y  ,  . . .  y  . 
Che  inoltre,  considerando  le  tre  forme  degli  ordini  40 ,  6°,   ii° 

'»  =  0'!  j4,>v)  «      n  =  (jlylry9r) ,     p  =  o:1) . 

fra  le  cinque  forme  /,  /,  m,  n,  p  sussistevano  le  tre  relazioni  : 
m'n  -f-  22  V  m  —  11  fin  -\-  2pì  =  0  , 
un2  —  4  ;«'  —  4//  in  —  if2  n  =  0  , 
Ip  -f  44 1:  n  -f  m4  —  6  fi  m'  —  6f  ì2  =  0  , 
dalla  prima  delle  quali  deducendo  il  valore  di  n  in  funzione  di  /,  /,  m,  cioè 

,  1 1  /  m  +  f' 

n  =  2Ì '   \  , 

11  j  l  —  m 

ottenevasi  dalla  seconda  : 

m5  —  21  firn*  +  SSf2l2m  —  /(n5/5  +/Q  =  o, 
e  dall'ultima  : 

p  =  n//-w^4/»'4  -  ^s/3/»*'  +  (3.  n2/5  +  /0'»  -  **m 

Pongasi  in  queste  equazioni 

J  11  11 

dalla  seconda  si  ha  : 

v(v*  —  21  ì;2  -f-  88)  =  —  Z, 

essendo 

7_i"+"}. 
ed  indicando  con    Y  la  espressione 


si  dedurrà  : 

4>(v)  =  t;6  —  20  f4  +  56»*  —  44. 
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Sieno  : 


R  =        v(v*  —  21  v2  +  88)  +  (v2  —  u)V>l>(v), 
S  =  —  v(v*  —  21  v1  +  88)  +  (V  —  n)l/*(v); 
pei  valori  di   F,  Z  saranno  : 

(1)  u  =  _l^il,        S=2^6,        KS=-4.ii', 

e  per  queste  si  hanno  i  seguenti  valori  di  n  e  di  p  : 

1 11  n  =  V  V  <t  —  (t'4  —  1 0  v2  —  22), 
1 1  -£-  =  —  4  v  V'  4>  —  (7  t/4  —  26  v2  -f-  22). 

2.  Nella  citata  Memoria  ho  anche  dimostrato    che    indicando    con  g2 ,    g.  i  noti 
invarianti  e  con  %  =  g\—  27g\,  avevasi  (pag.   314)  : 

—  12  —  =  p  —  238/w2  —  1678/2/  -\-  11 .664I 11 , 
V 

e  sostituendo  in  questa  per  f,  l,  . .  .  p  i  valori  superiori  si  giunge  alla 

p        1  — 

I2-2f    .    -y-   =   6l  V*   368  V1  -\-    II.32   60fj/<l>   =   P. 

V 

Ora  pel  valore  di  /  si  ha  : 

P  =  -£  =  -t 
quindi  : 

(2)  I2^-  =  — V, 


ed  in  conseguenza  : 

ro  8  27^--2i        27lI__L_21 

W  »-27         -  „,  ,  27    x    _  ^  ^2    ^, 

o 
essendo 

Q  =  7(9jx>6  —  ii04i'4  -f-  H.I92V2  —  8. 112)  —  i8v(jjv*  —  88)t/«l>(z-'), 
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F-e2  =  3'-4IJ?2*) 

3.  Oltre  a  quest'ultima    relazione,  i  valori  dei  polinomi    P,   Q,  R,  S  soddisfano 
identicamente  alla 

f  (ii'S;  —  R>)  —  90.  n6  +  4o.u4P—  13.  n' Q+  2.11'P-'  —  PQ  =  0, 

nella  quale    sostituendo    alle  P,   Q,  R,  S  i  loro  valori  in  ^,   £2 ,   g.  dati  dalle  (1), 
(2)  >  0)>  si  giunge  alla 

-M  +   „    /_   90.»  +  4o.I2-%^  -f-   ,5.8.27-^  +  2.12'  4  x'\ 

V  v  r  jj    / 

+  12.  8.  27  lifz2  —  11  =  o, 

ossia  alla  nota  equazione  modulare. 

4.  Indicando  con  P' ,  Q' ,  ...  le  derivate  dei  polinomi    P,  Q ,  ...  rispetto    a   v, 
si  ottengono  le  relazioni  seguenti  : 

(J^_8)P  =  |P'J'*  +  Q) 

(r/_8)Q=  Q'f*  +  F, 

(4)  \  _ 
(jx-1  -  8)P  =  R')'<\>, 

(5  yJ  —  8)  5  =  —  5'  1  "T>  , 
e  da  queste  le 

(5)  3P'R-2R-P  =  -2§3,  QR-QR'  =  -^3. 

Si  indichi  con  D  il  simbolo  di  operazione 

n  <5       .     2     2    d 

£>  a^2  ^  3  è2<^, 


*)  Vedi  :  F.  Klein,  Vorlesungen  ùber  die  Theorie  dir  elliptischen  Modulfunctioncn  dusgearbeitet  uni 
vervollstandigt  volt  Dr.  R.  Fricke,  t.  II  (Leipzig  1892),  pag.  440.  —  Kiepert,  Ueber  die  Transforma- 
tion  der  elliptischen  Functiontn  bei  ^usammengeset^tem  Transjormationsgrade  [Mathematische  Annalen, 
t.  XXXII,  pp.   1-135  (pag.  98)].  La  quantità  r,  delle  forinole  del  sig.  Kiepert  è  uguale  a  v1  —  8. 
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pel  quale  : 

Operando  col  simbolo  D  sopra  l'una,  o  sopra  l'altra  delle  due  equazioni  (2),  (3) 

gì  _     1     P!  ,-iL_     :     22 

2/    &      — 


«    '"   3'.42   K2'  '  X    "      3\42  i?2  ' 

si  giunge  per  le  relazioni  (5)  alla 

D(v)  =  —  2  ■>?><'-—, 

/?' 

o  pel  valore  (1)  di  R  : 

11  DO)  =  t~*y+.£. 

Ora,  essendo 

D(i?)  =  i?'Z)(x), 

si  avrà  per  la  terza  delle  relazioni  (4)  : 

À 
ed  infine  per  la  (1)  : 

„£&)  =_  _L tfW  —  8)*\ 

£  6 

Se  quindi  indichiamo  con 

T(.v)  =  x5  -f-  j  a,  a"1  -j-  ioa2x'  -f-  ioa  .v"  -f-  5  a  x  -f-  #s  =  o, 
la  equazione  di  cui  le  radici  sono 


sarà 


'(£)■     '(£)■     '(£)■     '(ir)-     '(tt)- 


(6)  a,  =  -  ^(5^_8)^, 

5*  4o 

o,  ponendo  y  =  I2fl,,  sarà  : 

5.  È  noto  che    dal  valore  superiore  (6)  di  a,  si  deducono  quelli    di  a,  ,  a, , 


*)  Klein-Fricke,  Opera  citata,  t.  II,  pag.  442. 
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mediante  una  successiva  applicazione  del  simbolo  di  operazione  D.  Si  hanno  cioè  per 
a2 ,  a,  ,  ...  i  valori  : 

1Aaì  =  n£>0O  +  5-6fl,fl,  —  jg,*,  +  2^,, 
e    cosi    via  ;    e    da    questi    ottengonsi    i    valori    degli    invarianti    della    trasformazione 

Con  breve  calcolazione  si  ottengono  così  le  forinole  : 

_j_       ^~ 

y2  —  n2g2  =  ioX' v/*.^*,       Y3  +  "'g,  =  -^-viìiv2  —  88)/*.*', 

dalle  quali  indicando  con  M,  N  i  valori  di  P,   Q  nei  quali  si  muti  segno  al  radicale  /«F, 

e  quindi  sia  : 

M5  —  A72  =  3;-4252  =  35.4!^'2, 
si  hanno  le 


da  cui  : 
ed  infine  : 


12        3-4  '       8-27 

y1  —  27Y^  =  A  =  **.'** 

lì  -        r      ^  y!_  _      i      J£ 

A   =-  3'.42    52  '        27  A   -  3'.42  S2   • 


6.  La  equazione  modulare  del  dodicesimo  grado  in  ai  od  in  y  [equazione  (6)]  ha 
la  proprietà  comune  a  tutte  le  equazioni  della  stessa  specie  **)  di  essere  rappresentabile 
cioè  sotto  la  forma  : 

(7)  F(y)  +  */00  =  o, 

essendo  F(y~)  un  polinomio  del  grado  12°,  del  quale  sono  noti  i  coefficienti  ed  /(v) 
un  polinomio  del  6°  grado  a  coefficienti  indeterminati. 
Posto 

v1  —  7  =  P  . 
si  avrà  : 

V  =  —  à6  pr2  : 


*)  Vedi  la  mia  comunicazione  :  Sur  une  classe  d'équations  modulaìres  [Comptes  rendus  des  séan- 
ces  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXII  (1891),  pp.  28-32]. 

**)  Vedi  la  mia  Nota  :  Sulle  equazioni  modulari  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  s.  V, 
t.  II  (1893,  20  sem.),  pp.  185-192]. 
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ed  essendo 

F(v)  =y"  —  6. 11. 12 g2y™  -j-  11.40. 216 g  y9  —  n.  135.  12* g'2ys 

-f-  11.  288. 12 g2.  2i6g.y:  —  11.420.  I2J g{y6  -f-  11.432.  i2J g*.  216 gy* 

—  11.  315.  12*  £4  v4  -f-  1 1. 160. 12'^.  216  g. y'  —  H-54-  I2*gly' 

-f-  120.  12*  g*.  216  gy  —  1 1.  I26g^ , 

sostituendo  per  y  il  valore  superiore  e  per  gz,  g    quelli  d.iti  dalle  relazioni  (2),  (3), 
si  avrà  : 

kjj  y.  11      r        '     u2icr  n!        r      '     il4      x-'  11'        r 

+  ±i|F2f;_3i|pr  +  l60p)Q!_iip  i.  +  i^p.g L_p«\ 

'    116      ^r        ir     r    '    ns      ^-r        119     r    '    11"       *"       11"      /' 

ossia  : 

Ora  indicando  /(_>')  con 

+   I2-2l6^a..a4j  +  I2!^a;  -(-  Sa6) 
nella  quale  ao ,  ai  ,  ...  a6  sono  coefficienti  numerici  a  determinarsi,  si  otterrà  : 

;w       ^  \°'    'il      '    '   II'^'    'il4     '    '    IIS    **■'   '   II6       '  4. II"      /' 
ossia  : 

f(y)  =  H"B(v). 

La  equazione  (7)  condurrà  quindi  alla  equazione  identica 

4. 11 

e  da  questa  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  potenze  di  v  si  dedurranno  i  valori 
dei  coefficienti  ao ,  ai  ,  ... 

Dicembre  1893. 

[Pa.]. 


XCVI. 
LA  TRASFORMAZIONE,  D'ORDINE  PARI,  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annali  di  Matematica  para  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XXII  (1894),  pp.  3ij-j22. 


1.  La  trasformazione,  d'ordine  pari,  delle  funzioni  ellittiche  e  la  ricerca  delle 
corrispondenti  equazioni  modulari  furono  scarsamente  considerate  fin  qui  dagli  analisti. 
Quanto  di  più  esteso  fu  scritto  intorno  a  questo  argomento  trovasi  in  una  interessante 
Memoria  del  sig.  Kiepert  *);  ma  le  equazioni  modulari  delle  quali  l'Autore  si  occupa, 
come  precedentemente  a  lui  aveva  fatto  il  sig.  Gierster  **),  sono  quelle  denominate 
del  moltiplicatore  o  Jacobiane. 

Data  l'equazione  differenziale  : 

co  dx 


V^y1  —  i2y  —  Ti     A*'  —  gt  *  — 


sono  integrali  algebrici  della  medesima  : 

I.  —  Supponendo  n  dispari,   l'equazione  : 


*)  Kiepert,   Uebtr  die  Transformatlon  der  elliptischen  Functionen  bei  %usammengeset%tem    Transfor- 
mationsgrade  [Mathematische  Annalen,  t.  XXXII  (1888),  pp.   1-135]. 

**)  Gierster,  Notii  ùber  Modular  gleichungen   bei   ^usammengeset^tem  Transformationsgrad    [Ibid., 

t.  xiv  (1879),  pp-  537-544;  t.  xxvi  (1886),  pp.  590-592]- 
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nella  quale  : 

(2)  ^00  =  *^ +  «.*"  +   ...   +  «_, 

ed 

c/(*)  =  («  x  +  2  a,)  r  -  |  ?'  (a)  rr  -  ?  (a)  (r  r»  -  n , 

essendo  :  o  (xì  =  4  *3  —  ?,  *  —  g. ,   T'  =  —. — ,   T"  =  -s— r- . 
rw       t  6»  <fx  '  <ix2 

II.  —  Nel  caso  di  «  pari  : 

^-Cx-o^Gv)' 

nella  quale  : 

(3)  *>(*)  =  -vf  "  +  a,  **""  +•■•+«,._,. 

e 
r(x)  -  (x  -  *))[(„  -  i)  x  +  2  a,]  P2  -  i-  ?'  (x)  PP'  -  ?(.v)(PP"  -  P';)|  +  bP\ 

essendo  t;  una    delle  radici   della    equazione    9  (x)  =  0  ed  /;  =  3  e2  —  -J-  £2 . 

Indicando  con  ?, ,  <r2 ,  .  .  .  le  somme  delle  potenze  delle  radici  dell'equazione 
7"(x)  =  o,  e  con  st,  s2,  ...  le  analoghe  somme  per  l'equazione  P(.v)  =  0,  si  hanno 
per   n  dispari: 

C   Ta=   120^  "Ci»  —  é)àT2, 

(4)  < 

(  Y,  =  280 <r.  —  42£2a,  —  (i4«  —  i5)gjI 
e  per  n  pari  : 

(  y2  =  120  52  —  (5«  —  6)?J  -f  60 e2, 
(5) 

(  T,  =  2805,  —  42^5,  —  04"  -  50) g,  +  Hgxe, 

ed  in  conseguenza,  denominando  con  G2,  G^  i  valori    di  y2,  y    nel  caso    di  n  =  2, 

si  avranno  le 

(6)  G2  =  6oe2—  4g2,  G.  =  14^  +  22*7., 

e  quindi  : 

G2  —  g2  =  20  /;,  G.  —  g   =  28  />  s, 

ed  i  valori  di  y2,  y.  pel  caso  di  n  pari  possono  scriversi: 

Y,  —  G=  =  120s2  —  5(«  —  2)^> 

T,  —  Gs  =  2Soì5  —  42^5,  -  14(11  —  2)g}. 
Infine,  posto 

di  _  dx 

y^r~G~iìZTGì  -  Y^xT-  gix-  gì  ' 
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dalla  forinola  superiore  di  trasformazione  per  n  pari  si  otterrà  : 

(8)  *  =  *  +  T=^' 

e  per  la  (i) 

dy  di 

(9) 


2.   Sia  dapprima  n  =  2  in  ed  in  numero  dispari.  Si  avrà  per  quest'ultima  (9) 

_  U(& 

y-  ray 

i  polinomi   jTfJi),    U(c,)  deducendosi  dalle  espressioni  (2)  nelle  quali  ad  x,  »,  g2,  g   si 
sostituiscano  E,  in,  G2,   G..  Ora  pel  valore  dato  sopra  di  E  si  hanno  le 


da  cui  : 


inoltre  : 


e  quindi  : 


(x  -  e)    >    T(;)  =  P(x),         (.v  -  0"  U(l)  =  F(.v), 

'/-:(0~(v-0^(v)' 
P(x)  =  X*-'  +  («,  -  ^=^«)  -vf  _>  +  •  •  •  , 


n  —  2 

— ' — —  e , 


n  —  2                    in  —  1 
ff.  =  s. e  =  5. 


Si  ha  così  il  teorema  :  Se  nella  equazione  modulare  corrispondente  alla  trasformatone 

11  —  2 
di  ordine  in  dispari  si  sostituisce   a  <r|  la  espressione  s^ e,  ed  a  g2,  g    le  quan- 
tità G2,  G  ,  si  ottiene  l'equazione  modulare  corrispondente  alla  trasformatone  dell'ordine 
2  m  =  n. 

Sia,  per  esempio,  m  =  3  ;  la  nota  equazione  modulare  è  in  questo  caso  la 

<*?  —  4  f,  *',  —  g, °.  — -,t''  =  0, 

I  202I  «31  48  "2  ' 

e  la  equazione  modulare  per  n  =  6  sarà  : 

0.  —  04  —  7  G2  (5,  —  e)2  —  Gì  (5,  —  «;)  -  £  G22  =  o. 
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Inoltre,  per  la  trasformazione  del  terzo  ordine  essendo  per  le  (4) 
y2  =  120*;  —  9Si,         y.  =  280  *j  —  42^7,  —  27gt, 
sarà  per  quella  di  sesto  ordine: 

y2  =  1 20 (si  —  e)2  —  9  G, ,        y.  =  280 (5,  —  e)''  —  42  G2(si  —  e)  —  27  G. . 

3.  Sia  in  secondo  luogo  n  =  4;  le  equazioni  (3)  danno: 

y  =  ? F(*>  ,  P(x)  =x  +  a„ 

J        {x  —  e)r  (a) 

V(x)  =  (x  -  e)  [*•  +  2a,*»+  (7<  -  r*»)*  +  2fli+T*.«.  — *,]  +  K*  +  O*- 

Ora  per  la  (9)  si  ha  : 

essendo  &  =  3  s2  —  —  G2 ,  e  sostituendo  in  quest'ultima  per  ;  il  valore  (8)  si  ottengono 

f(x)  =  (x  -  «)[*(*  -  oc*  -  0  +  fc*  +  *(*  -  0]  +  **"(*). 

le  quali  poste  a  confronto  coi  valori  superiori  danno  : 

at  =  —  y  (e'  -f-  e)  ,         <?*  =  b  -f"  g  s  > 
ossia  : 

(«,  +  0'  =  *.        («-■),  =  4*, 

e 

6<72  —  T62  ==  ^'         2ai  ~f"  Tft;^.  —  ?i  =  —  ke. 

Posto  come  sopra:  a   =  —  s  ,  si  ottiene  l'equazione  modulare  per  la    trasformazione 
del  quarto  ordine: 

(*. -«>•  =  *. 

ed  i  valori  degli  invarianti  : 

y2  =  60  e2  —  4  G, ,        y.  =  14  G2s  -{-  22  G. . 

4.  Suppongasi  n  =  41H  ed  m  numero  dispari.  Dalla  (7)  per  una    trasformazione 
del  quarto  ordine  si  hanno  le 

1  =  (x-ffi(,v)  '  ?W  =  X  +  *■  ■  («.  +  0"  =  &■  -«>"  =  *. 
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r(x)  =  (x—è)[xì  +  2alx1+(7aì  —  ±g1)x-\-2a]+ìgla1  —  g}~\  -f  /;(x-f  (?1)2, 
inoltre  : 

G,  =  nos]  -f-  601:2  —  1 4 ^T2 ,         G.  =  2805J  —  42g2s,  -\~  l4g2t  —  Gg,, 

e  dalla  (9)  per  una  trasformazione  d'ordine  m  dispari,  la 
essendo 

r(;)  =  5V  +  *,H~  +  •••  +«9S_S, 

ed 

[/(O  =  0«;  +  2a,)r  —  |o'(;)rr  -  *(f)(ir-  r;), 

nella  quale  *(£)  =  4 5'  —  Ga£  —  G.. 

Sostituendo  il  valore  superiore  di  e,  si  giunge  alla 

MQ) 

Ora,  posto 

A/(x)  =  xlm~'  +  J.-v2"-2  +  •  •  ■  +  ^2,„_, , 

si  ha  per  M(x)  il  valore  corrispondente  [equazioni  (3)],  ed 

.                     3  »i  —  1       ,         ,        ,     V 
A1  =  oli  —  * e  -(-  ffj(a,  -f-  e), 

ossia  : 

3  w  — '  ì  . 

s  =  i    — 1;  —  m  (s,  —  e). 

'  2  v  ' 

Si  ha  così  il  teorema:  Sostituendo  nella  equazione  modulare  corrispondente  ad  una 
trasformazione  di  ordine  m  dispari  in  luogo  di  <si  la  espressione  supcriore,  ed  i  valori  di  G2, 
Gj  dati  sopra  in  luogo  di  g2,  g  ;  eliminando  in  seguito  stper  mago  della  (st — e)2  =  b, 
si  ottiene  la  equazione  modulare  corrispondente  alla  trasformazione  d'ordine  4  in. 

5.  Consideriamo  infine  il  caso  di  n  =  8.  Per  una  trasformazione  di  secondo  or- 
dine si  ha  : 

x  —  e 

e  per  una  di  quarto  : 

?=«-.%'     P©  =  E  +  *" 

e   VQ,)  si  ottiene  dalla  (3)  sostituendo  ;,  e,  k  alle  x,  e,  b,  e  ponendo  n  =  4. 
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Ponendo  in  quest'ulrime  il  valore  di  ;  si  giunge  alla 

v  _         MW 
y-(x-e)N'(xy 

nella  quale  posto 

A' (a)  =  a-5  +  A,  a2  +  A2  x  -\-  A. , 

ed  Ax  =  —  S, ,  trovasi  : 

5,  —  li  =  s,  —  e  -f  fO  —  e). 

Ma  per  la  trasformazione  del  quarto  ordine  si  ha  : 

così,  dopò  qualche  riduzione,  si  arriva  alla  equazione  modulare  per  la    trasformazione 
dell'ottavo  ordine  : 

(5,  —  30'  —  34^(5  —  3'02  —  *44**(S.  —  30  +  h*  —  144^  =  °. 
Si  avranno  inoltre  le  [equazioni  (5)]  : 

y,  =  i2o52  -f-  (■oc2  —  34^,  =  1 20 s2  -\-  60 t2  —  14  G2 , 

y.  =  280 5  —  42 g,  S,  -f-  14^.^  —  62 g  =  2805;  —  42  G2sl  -\-  14  G2z  —  6  G. . 

6.  Non  è  d'uopo  aggiungere  altri  esempi  per  dimostrare  come  il  metodo  si  presti 
facilmente  alla  ricerca  delle  equazioni  modulari  corrispondenti  ad  un  numero  pari,  ed 
a  quella  dei  valori  degli  invarianti  della  trasformata.  Ed  è  anche  evidente  che  il  me- 
todo stesso  è  applicabile  alla  ricerca  delle  equazioni  modulari  corrispondenti  ad  una 
trasformazione  di  ordine  11,  essendo  n  il  prodotto  di  due  o  più  numeri  primi.  Infatti 
per  ìi  =  9  una  prima  trasformazione  di  terzo  ordine  dà  le 

0°)  K  —  fiVÌ  —  .?;5,  —  ££  =  °> 

G2  =  120S2  —  9g2,         G.  =  2805;  —  42g,s,  —  27^;> 
ed  una  seconda  trasformazione  del  terzo  ordine  le 
(1 1)  <j*  —  j  G2  n\  —  G «   —  -^  G\  =  0, 

y2  =  1 20  t2  —  9  G2,        y;  =  280 <r[  —  42  G2 al  —  27  Gj . 
Ora,  per  la  formola  di  trasformazione  del  nono  ordine 

>  "  T2(s)  ' 
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posto 

7(.v)  =  .*<  +  A^  +  A2x-  +  A.x  +  A4, 

ed    indicando    con  St ,  Sz ,  . . .    le  somme  delle    potenze    delle  radici    della    equazione 
!T(a')  =  0,  si  trovano  le 

5,  =  3*,  +a,-         SI  =  att  —  9t  +  g2, 

s-,  =  <  —  l8iX  —  27^  +  T^(3^  +  O  +  32,  • 

Sostituendo  nelle  (n)  in  luogo  di  cri  il  valore  Si  —  3^  e    per   G2 ,   G    i    valori   su- 
periori, si  ottiene  la 

5;  —   i2stS]  —  (6  s\  —  y£2)S,  —  285)  -f-  15  ?,-«,  +  27^,  =  0, 

ed  eliminando  sx  da    questa  e  dalla  (io)    si  giunge   alla  equazione  modulare    del    140 
grado  corrispondente  alla  trasformazione  del  nono  ordine. 

I  valori  superiori  per  y2 ,  y    nei  quali  si  sostituiscono  quelli  di   G2 ,   G    danno  : 

Y,  =  I2oOI  —  90+  W*  =  12oS>  —  39g2, 
Yj  =  280  (*;  —  i8y>,  —  27i|) -f  378^(3^  +  a,)  -f  36a.  =  2S0S,  —  42  .^S,  —  n  1^ , 
come  deve  essere  per  le  relazioni  generali  (4). 

7.  Posto 

^  —  SÌ  —  27  £;  >         D  =  G\  —  27  Gj ,         A  =  yj  —  27  y2 , 

dalle  equazioni  (6)  deducesi  la 

D  -f  16&  =  3.42f2(6^e2  —  9^.e  —  g\) , 
e  da  questa  le 

(12)        (£+i68y  =  3\4V2K^--30>         (£+i68)'=3'.4'^D; 
ma,  supponendo  e  =  e, ,  £2  —  3  e2  =  (e2  —  e  )2;  si  ha  quindi  : 

D~         .      e,  —  e, 
— T  =  ± 4        ,      • 


Si  indichi  il  rapporto  y  con  J24;  dalla  seconda  delle  (12)  si  ha: 

brioschi,   tomo  III. 
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3-4    $   -         ,.4 

03) 

3  •  4     s   -  tH 

o  la  equazione  modulare  del  moltiplicatore  per  n  =  2.  Inoltre  dalla  (6)  e  dalle    (12) 
si  deduce  : 

i£)i  =  4^(I6i%-G2), 
e  quindi  le 

r,/j         :,,!^_0;4  +  44)i  6     g-     (^-2,4^(^  +  64) 

U4;  3"4  7J  — pfl .  3-4-jj  — pi • 

Consideriamo  ora  i  due  casi  di  n  =  4,  «  =  6.  Poniamo  : 
A  A 

^4  =  -q,      ^-4=:X'        U1  *  =  w- 

Nel  primo  caso  avremo  come  sopra  [equazioni  (13)]: 
G2        v2*  +  16 

D3 

e  quindi  per  le  (14)  : 

t2i  4-  256  _  ^4  4-  16 

JT6  —  ^8  ' 

da  cui: 

Si  hanno  così  per  le  stesse  (13)  le  seguenti: 

34    S_         ^8U8+iO         '  3'4    8~~  ^(^84-i6) 

o  la  equazione  modulare  del  moltiplicatore  per  n  =  4. 
Nel  secondo  caso  si  hanno,  come  è  noto,  le 

.1  ,,G*  _0"+3)i(^  +  27)  .       Gj       (V'  + 18^-27)' 

3    4   D  ~  v12  '  3    4  D  —  x>" 

e  quindi  : 

<24  +  44  _  fo"  +  3)fo"+»7Vr 

dalla  quale,  dalla  £  =  vi  e  da  una    delle  (13)  eliminando  ^,    (  si  ottiene    l'equazione 
modulare  in  ^. 
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Ponendo 

t,„+  (4  «'  +  0', 

m' 
si  ha  : 

v"  +  3  =  -1.  (é4  w?  +  48  >n6  -liffl'  +  i), 
e  quindi: 

(«"  +  3)0"  +  27)1  =  ■—  [l  -  8w'  +  4W(>'  +  1)]. 
Ne  risulta  che  l'equazione  superiore  è  soddisfatta  facendo  : 


m9(»i3  -f-  1)  ' 
e  siccome 

„       (»»»+  i)(i  —  8m'Y 
tu' 
sarà  : 

_  Q'  +  i)(i  -8m'V 
formole  già  date  dal  prof.  Kiepert. 

8.  Indicando  con  /;  il  noto  simbolo  di  operazione 

pel  quale  : 

si  ha  : 

h  (e)  =  4  e2  —  |  ^ , 
ed  in  conseguenza  per  le  (6)  : 

/,(GJ)  =  6Gi-4G/)        KG,)  =  jG2-6G,e, 

ed  indicando  con  H  lo  stesso  simbolo  di  operazione  sostituendo  Ga ,  G    a  £  ,  g  ,  si 
avrà  : 


od  anche  : 


»  =  -i.ff-«(afc5|-  +  „     »   ). 
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Per  queste  operando  sulle  quantità  D,  A,  si  ottengono  le 

/;(£>)  =  —  l2tD, 
/;(A)  =  -j-//(A)  -  I2«A. 
Sia  u  =  2  m  ed  m  numero  primo,  si  ha  come  è  noto  : 

m   //(A) 
*'  ~~        48      A      ' 

quindi  : 

/;(A)  /;(D) 

»     ^      =  —  489,  —  une, 

dalle  quali  : 

ffj  =  —  m  h  (log  f) ,         e  =  —  2/;  (log/). 

Ora  dalla  [  =  v  t  si  deduce  : 

n  /;  (log  0  ==  —  2  5i  —  '" e  ! 

ma,  come  si  e  dimostrato  al  n    2:  u,  =  j, e;  si  avrà  dunque: 

2J,  -f-  «  =  —  «/j(log^). 

Infine  anche  nel  caso  di  n  pari  si  ottengono  i  valori   di  h(at),    /;(aj, ...  dalla    rela- 
zione generale  : 

«/;[P(x)]  =  ?(A)?"(x)-[2(2»-5).v2-^(4«-9)^-4dx-4r]P'(x) 
+  [("  -  0(«  -  2)x  -  K  —  2("  -  *)«]*(*> 

Settembre  1894. 

[Pa.]. 


XCVII. 

NUOVE  FORMOLE  NELLA  MOLTIPLICAZIONE 
E  NELLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XXIII  (189$),  ]*\\  73-91 


I.  Considerando  la  forma  biquadratica 

/=  4«J*j  —  *»*,*2  —gsxU 

per  la  quale  sono  g2 ,  g    i  due  invarianti,  ed 

i  due  covarianti,  si  ha  come  è  noto  : 

CO  ?  =  -4*,  +  *,*f -*,/». 

Posto  x,  =  x,  x,  =  1   ed  /"'  =  -— -  ,  inoltre  : 
J         dx 

k  =  v/  -f  /;, 
saranno  : 

Si  indichino  con  et ,  e2,  e    le  radici  della  equazione  /  =  o,    e    si    considerino    le    tre 
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espressioni  *) 

(3)  .  y,  =  0  -  O2  -  '"r.  ('  =  '•  2-  3) 

nelle  quali  : 

»,    =     3   <V    —    7?2    =    Or    —    OOr    —    O- 

Dimostrasi  facilmente  essere 

fr  =  -(h  +  erf), 
e  quindi  per  la  (1)  sarà  : 

t  =  2y,y1yì. 

La  somma  delle  tre  quantità  vr  conduce  alla 

J.+J.+J,  =  7/'. 
ed  essendo 

y,^,  =  (*  —  O/  —  7/':^ 
*,*.  =  (*  —  e})/  —  7/'^' 

si  otterrà  la  terza  relazione  : 

>\y,-\-y\y,  +?«?,  =  *> 

ed  infine  per  la  seconda  delle  (2)  : 

t/j  =  0',  +  y,  +  yJ(y,Ji  +  >',)'.  +  >.?*)  -  y.J^3  > 

la  quale  può  anche  dedursi  dalle 

yly,  +  >;>,  +  y\y\  =  7/2  -  r<  +  7*27, 

)',:y2  +  >'s)'2  +  >',)'!  =  ì-/2  —  t'  —  7ST/> 

essendo  §  =  g\  —  27  g*. 

2.  Indichiamo  con  D  il  simbolo  d'operazione 

D  =  12  g  = g,-^r-  » 


*)   Posto  ^r  =  (xI  —  esxJ)(xl  —  e(Xj),  i]/r  =  4  x3(x, — «r x,),  sicché  /=  ?, t|«r ,  si  ha  :  > ,  =  (f, 'l',)- 
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pel  quale,  come  è  noto,  si  ha  : 

^(O  =4<  —Jgz- 

Operando  sulle  tre  quantità  y, ,  y, ,  y   ,  si  ottengono  le  tre  seguenti  relazioni  : 

/  D(yt)  =  -  (4 -v;  -  f  gl)y;  +  4*v,  +  /, 

(4)  DOO  =  -  (4  -v'  -  f^).v;  +  4  *y,  +  /, 
(  D(y})  =  -  (4  *'  -  f  fl) y;  +  4  v  v;  +  /, 

dalle  quali  indicando  con  F(y,,  y2,  y  )  una  funzione  omogenea  dell'ordine  w    di  yiS 
y,,  yt,  si  deduce  la 

(5)  £>(T)  =  -  (4-v2  -  f  ?,)F  +  4  mxF+fP(F), 
essendo 

dy.dy^dy,       V'  ~  dx  '  r     ~  dx) 

Applichiamo  quest'ultimo  risultato  ai  due  casi  di  F  =  k,  F  =  t.  Nel  primo  si  avrà  : 

D(T)  =  -  (4.V2  -  ij,)*'  +  Sxk  +  i-//', 
ma,  siccome  k'  =  3/,  &"  =  3/',  si  ha  che 

!/'*'+/*"  =  !//', 

il  quale  valore  sostituito  nell'ultima  relazione  conduce  alla 

(é)         ?D(k)  =  -  3*(4**  -  i gi)V  +  3*(32  -  0'*  +  t/'*'+/*" 

Analogamente,  se  F  =  t,  si  ha  : 

D(0  =   -  (4.VJ  -  f  fc)f  +  12  *<  +   2/*. 

Ma  osservando  che 

('  =  12  a-A  —  7//',        *"  =  20  k, 

e  quindi  per  le  (2)  : 

/'«'  =  24*/  +  8/*, 
si  ottiene  la 

Lff+ff>-   36  Xt  =   32fk, 
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e  quindi  : 

(7)  4:  B(0  =  -  4'(4*2  -  7^)''  +  (4J  -  3)(42  -  4)*'  +  7/'  ''  +/'"• 

Le  relazioni  (6),  (7)  sono  i  due  tipi  di  equazioni  differenziali  alle  quali  soddisfano 
alcune  speciali  funzioni  F(yt,  y2,  yj,  equazioni  che  deduconsi  dalla  (5)  tenendo  pre- 
senti i  tipi  superiori. 

Sia    dapprima    «    un    numero    dispari,    ed    F    una    forma    ternaria    dell'ordine 

tn  =  ;  dalla  (?)  si  deduce  : 

4 

(8)  n1D(F)=-n1{^x1-^g^F'  +  n\n2-i)xF-\-^f'F'-^fF", 

per  le  forme  F  che  soddisfano  alla 

(9)  Tf'F'+fF"  =  »2fnn, 

e  pel  caso  di  n  pari  ed   m  =  ,  sari  : 

(io)   ,fD{F)  =  -  »2(4*'  -  ±gi)F'-\-{>r  -  3)(«2  -  4)-vF  +  j/'F'  +  /F", 

per  le  forme  F  le  quali  soddisfano  alla 

(11)  ìfF'  +  fF"-  3("j-4)-vF  =  h7P(F). 

Le  forme  ternarie  F(jt  ,  y2,  y.)  oltre  le  proprietà  generali  delle  funzioni  omogenee, 
hanno  per  la  loro  origine  le  seguenti  proprietà  speciali.  Posto 

vrv^  dF  _i_  dF_i_  dF 

essendo,  per  quanto  si  è  dimostrato  precedentemente  : 

y\  =  t/v',  -  k>     y>y>  =  t/j!  -  jfy>  > 


si  hanno  le 


Q(F)  +  kP(F)  =,  ±-fF',        R(F)  =  -l-fF'  -  jf'F, 
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supposto  m  l'ordine  di  F.  Per  queste  relazioni  le  equazioni  (9),  (11)  diventano: 
2/S'(F)  —  f'S(F)  =  »2/2P(F),  0  dispari), 

2fR'(F)  +  ~/'5(F)  =  »TP(F),        («  pari), 
4 

essendo  S(F)  =  Q(F)  +  kP(F). 

Sia  F  =  ft  —  À,J,  si  hanno  con  breve  calcolazione  le  due  : 

|/'F'-5/P(F)=---io/H 

/F"  —  20  fP(F)  =  io  fkt, 

ed  essendo  nel  caso  attuale  n  =  5,  la  relazione  (9)  è  soddisfatta. 
Così,  supponendo  F  =  k(f2t  —  /e5  —  i2),  si  ottengono  le 

ff'F  —  72  a- F  =  9/7'*  —  18 pk2  —  66 /A-2 «  +  GkH', 

fF"  —  24a-F=  27  ff't  —  54  fk2  —  j8fk2t  —  6Vf, 

P(F)  =  ff  t  —  2fk2  —  ^k2t, 

le  quali  soddisfano  la  (11)  essendo  n  =  6. 

Concludendo  :  tutte  le  forme  ternarie  F(v, ,  y2,  y  )  soddisfano  alla  equazione  dif- 
ferenziale (5);  alcune  fra  esse  soddisfano  altresì  alla  (9)  «  quindi  alla  (8);  a/fn:  joéWi- 
j/ano  alla  (11)  ai  ;'«  conseguenza  alla  (io). 

3.  Le  equazioni  differenziali  (8),  (io)  alle  quali  abbiamo  nel  paragrafo  precedente 
assegnata  una  nuova  origine,  corrispondono  alla  nota  equazione  differenziale  di  Jacobi 
pel  caso  della  moltiplicazione,  e  si  trovano  nel  Traiti  des  fonctions  elliptiques  di  Halphen 
[t.  I  (Paris,  1886),  pp.  328-329]. 

Ne  deriva  che  ciascuna  delle  funzioni  indicate  da  lui  colla  lettera  <j/B  è  una  forma 
ternaria  di  yt>  y2,  y  .  Si  hanno  cioè  le 

^  =  k,  j,f=ft-V,     ±7=f2tV-k6-t2,        ... 

e  così  via;  supponendo  x  =  <p(ii).  Le  funzioni  yl,y2,y,  possono  esprimersi  per  mezzo 
delle  (5  {u),  <5  0»)  colle  formole  date  dal  medesimo  Autore  alla  pag.  1 9 1  o  con  quelle 
che  si  trovano  negli  art.'  15-22  delle  Fornichi  una  Lebrsàt^e  %um  Gcbrauche  der  ellip- 
tischen  Functionen  di  Schwarz  (Gòttingen,  1885). 

BRIOSCHI,    tomo    III. 
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4.  La  calcolazione  dei  polinomi  i|>,  può  eseguirsi  o  collo  sviluppo  della  loro 
espressione  sotto  forma  di  determinante  *),  o  colla  determinazione  dei  coefficienti  del 
polinomio  per  mezzo  delle  equazioni  differenziali  superiori;  ma  sia  l'uno  che  l'altro 
metodo  già  per  le  funzioni  di  indice  11  dei  primi  gradi  esigono  lunghi  calcoli.  A  questi 
si  può  ovviare  col  metodo  seguente. 

Ponendo  nella 

di  _  dx 

\'+V  —  y2;  —  y3  V**' —  gtx  —  g, 

le  ;  =  (A2y,  y   =  |a4£,  ,  y   =  y-6g. ,  la  equazione  differenziale  superiore    si    trasforma 

nella 

dy p-dx 

Y4y~'  —  g*y  —  g,       Vi*'  —  g>*  —  g} 

Se  (i.  =  n  numero  dispari,  si  ha  : 

U 

(«)  y  =  w 

essendo    V  =  —  'V  ed 
n 

(13)  U  =  »2 x  V2  -  \f  V  V  -  f(VV"  -  V"). 

Il  polinomio   V  è  del  grado  ed  indicando    con    5ra    la    somma    delle    potenze 

emmesime  delle  radici  della  equazione  V  =  o,  dalle  superiori  (12),  (13)  deducesi  la 

(h)  r=.v+7;.-(/i»^-i/l~V). 

Vedesi  facilmente  che,  essendo 

5n  = »         5,  =  0  , 

o  2 

il  termine  costante  nel  secondo  membro  della  equazione  (14)  è  nullo,  e  che  il  coeffi- 
ciente di  X  è  eguale  a  —r.  La  (14)  si  trasforma  quindi  nella 

w> >  =  M*  +  %$)- 

*)  Queste  espressioni  furono  date  da  me  per  la  prima  volta  in  una  comunicazione  del  7  no- 
vembre 1864  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi:  Sur  quelques  fortnuUs  pour  la  multiplication  des 
fonetici  elliptiques  [Comptes  rendus  etc,  t.  LIX  (1864),  pp.  /6o-775]-  Sorto  altra  forma  trovatisi 
nelle  Formeln  uni  Lehrsdt^e,  etc.  di  Schwarz,  nel  Traiti  dts  Jonctions  elliptiques  di  Halphek  ed  in 
altri  lavori. 
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posto  : 

(16)  rm  =  2  (2  m  -\-  i)5ra+.i  —  ^(2  m  —  i)g,  Sm_t  —  (w  —  1)^  Sml, 

e  siccome  i  valori  di   r, ,  r,  in  funzione  di  g, ,  g,  si  ottengono   da   note   relazioni,   e 
quelli   di    r  ,  r  , ...  sono  funzioni  di  questi,  dalla  relazione  (16)  si    deducono    quelli 

di  S2 ,  S} 

Essendo 

»7O0  =  /7(-v), 

sostituendo  nella  medesima  per  y  la  espressione  (15)  ed  eguagliando  nei  due   membri 
i  termini  costanti,  trovasi  : 


12  ri  »  l   r       1      e    ^ 

„4  .->J  ,,4    Vò3       I  iJì 


dalla  quale 


4-7     °5 
Eseguendo  la  stessa  operazione  sulla 

»7'O0  =  2 /7(-v) +  //'«, 

si  ha  : 

24 r,         2       _  i6rs        12 rt        g2 
nx  b2         n'  n2  n" 

e  quindi  : 


4.5 
Infine  dalla 

«TO')/  =  »/"/(*)  +  3/7' (*)  +  //"(*) 

si  ottengono  le  due  relazioni  *)  : 

(2w  -  i)[(4>«  +  5)r2m+i  —  -J--(4«  -  O^r^,  -  (w  -  i)^.r 1 

3rm    *>  /*/„,-*  r    +  ,    =    °> 

r  '  . 

w»|(4w  +  7>2m+2  —  —  (4'«  +  0*.r«.  —  ^-(2'«  -  Of,r*-i 


*)  Vedi  una  mia  comunicazione  alla  R.  Accademia  dei  Lincei  del  settembre  1893  :  Sulle  equaiioni 
modulari  [Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  s.  V,  t.  II  (1893,  2°  sem.),  pp.  185-192]. 
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la  prima  delle  quali  dà  i  valori  di  r  ,  r  ,  ...;  e  la  seconda  di  r  ,  r6 ,  . . .  in  funzione 
di  r,  ,  r2. 

Pei  valori  di  rt,  r3  si  deducono  dalla  equazione  (16)  quelli  di  S, ,  S  ,  ossia: 

_(„»_0(h'+6)  _  („--I)(^  +  M-+I5) 

*•—         4.5.6        *"      a»-  "Tt^  ^» 

ma  per  le  (17)  : 

_(>.*-0Q.«  +  4)f, 
3.4V  *»■ 

4  o-/-11 

»4—   X      f     ,      I         N/        4      1  N     1      I      («'  —  0(»6+   27)     * 


|3   c-3 


»       34-5-13  *■"■>  4 -7 -13 

e  per  la  (16)  : 

i45+  =  r,  4-  1-fcS,,         i85s  =  r4  +  i^S,  +  3fjS„ 

2256  =  '-s  +  T^54  +  4^55, 

e  così  di  seguito  si  calcoleranno  i  valori  delle  somme  Sr.  Sarà  quindi  : 

.*•-*  34a-5  *'  3-5-7-8  ^* 

(»'-i)(h6-i3«4+36»,  +  42Q)    ,Y=^   | 
2-3244-5-7  *2'         T 

Pel  caso  di  n  pari  le  formole  superiori  rimangono   le  stesse,    salvo   che    nel    secondo 
membro  della  equazione  (16)  devesi  aggiungere  il  trinomio 

mi  e7~'  ~f"  mie"~'  ~f"  mìe"ì~1> 

ponendo  S0  = ;  e  quindi  : 


1 
4.5. 


5,  =  o,        S2  =  T7^  O4  +  5  »/2  —  36)^, 


53  =  —^  (»'  -i-  14  »3  -  120)^, 
5./.0 
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5.  Le  forinole  da  me  date  nel  1864  come  espressione  di  tyn  sotto  forma    di  de- 
terminante pongono  in  evidenza  alcune  funzioni  che  meritano  essere  considerate.  Posto 

tp  =/2,  si  calcolino  le  derivate: 


a,  =  —  <p 
4 


3-4 


3-4 


in  generale: 


r  +  2> 


le  formole  sopra  citate  danno  le 


.         *.  =  -/■ 


essendo:  nella  prima  n  =  3,  5,  7,  . . .  ,  nella  seconda  n  =  4,  6,  ...  . 

Le  funzioni  alle  quali  accennammo  sopra  sono  gli  elementi  di  cui  si  compongono 
questi  determinanti,  e  cioè: 

cci—k,         *a  =  ',         a3— t/'*  —  **>         a4  =  7/"'  —  /**  ~~  3tk> 

deducibili  l'uno  dall'altro  colla  operazione: 

('•  +  2)ar+i  =  J /'ar  — /*,. 

Le  funzioni  oc,,  a2,  a},  ...  ar  dei  gradi  4,  6,  8,  . . .  2(7  -j-  1)  in  x,  sono  eviden- 
temente forme  ternarie  di  yt,  y2,  y  degli  ordini  2,  3,  4,  ...  r-\-i.  Se  inoltre,  sup- 
ponendo r  dispari,  poniamo: 
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la  equazione  modulare  corrispondente  del  grado  r  -j-  i,  nella  ipotesi  di  à  =  o,  è  la 


questa  equazione  cioè  corrisponde  a  quella  rappresentata  da  Halphen  nel  Capitolo  2° 
della  terza  parte  della  sua  opera  (pag.  101)  col  simbolo: 

[*  —  ry][x  +  y]r  =  o. 

Le  note  equazioni  modulari  per  le  trasformazioni  degli  ordini  3,  5,  7    sono  le 

a    =  0,         a,  =  — ;S  a.  =  — .  (  86 x2 —  P    \  , 

2.4  »        3>\  2    SV 

ossia  le 

y,y-,  +  y,y,  +  yty,  =  °>      y,y*y}  =  —,  *> 

4 

y\y\  +  y\y\  +  y^°  -  ^'.w-O',  +  y,  +  ;•,)  =  —  js  (86**  —  \ g, )  • 

Osserveremo  da  ultimo  che,  sempre  nella  ipotesi  S  =  o,  si  ha  : 

<  =  4(ar+  i)(ar—  3K_2> 
e  che  à  può  esprimersi  come  segue  : 

%  =  j/2  -f-  32/  —  i2x('. 

6.  È  noto  che  il  modulo  k  delle  funzioni  ellittiche  di  Jacobi  è  determinato  dalla 
equazione  : 

e,  —  e,  e,  —  Cj 

e  quindi,  posto  p  =  e,  —  e, ,  si  ottengono  le 

p  &,  =  l,/w7,        p  £  £,  =  *  V'wjj >        p  k  =  ym  , 
nelle  quali  mlt  »/,,  m    hanno  i  valori  del  n°  1;  sarà  così: 

r  1  4 

Rammentando  il  valore  dell'invariante  assoluto 

gì  _  4  ci-***:)» 
s  —  27     *♦# 
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si  ha  che  il  simbolo  di  operazione  D  si  trasforma  nel  modo  seguente  : 

(18)  D  =  2pK«2-4)^3 

1  -j-F 

posto   X  = . 

Sieno  e] ,  ta,  e.  le  radici  della  equazione  4^  —  y2a  —  y.  =  o  per  una   trasfor- 
mazione d'ordine  11  della 

.     ,  d«  di 

09) 


^4°'  — Y»ff  —  Y,  fo'  —  giS  —  gi' 

si  avranno  pei  moduli  X,  X  ,  le 

X    =  -3 : ,  X2  =  -! ? , 

£i  —  £-  '        e,  —  Z' 

e  per  una  nota  trasformazione  essendo 

ds  ■    1  d\ 


(20) 


IV  -  g,s  -  gì     Ve,  — e,  ^(H2-  iXV-k)' 

si  avrà  pel  moltiplicatore  [i.  : 

F  »,  —  «3 

Sia  come  nel  precedente  paragrafo  : 

<«>       *-^r|'(")  +  «'(¥)  +  -+«>[fc:rì=]j. 

si  hanno  le 

»-D(0  =  4«J  —  fr,  —  4(«  -  0£r*>  (f=i,  2,  3), 

da  cui: 

"£[l°g<X  -  O]  =  -  4L£,  +  («  -  0*], 
ed  in  conseguenza,  se  A  =  y>  —  27y!> 

x  — p-2 ,  D  (log  A). 

24  («  —  1)     v   &    y 
Pongasi 


si  avrà  pei  valori  superiori  : 

(22')  ^  =  t      ed      *  =  -j^r7^GogO- 
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Il  secondo  membro  della  equazione  (22)  è  noto  essere  uno  dei  coefficienti    delle  for- 
inole di    trasformazione  di  Jacobi,    coefficiente  da    lui  indicato  colla  lettera  Bnt  .   La 

formola  (18)  condurrà  così  alla 

dBn-, 

3^Z)(0=2p*(«,-4)^, 

e  siccome,  per  la  equazione  differenziale  pure  dovuta  a  Jacobi: 

dBn^ 

2» (a2  —  4)-; —  =  (n —  i)xB       4-  6  5„   .  » 

a»  "=i  i 

2  2 

essendo  B„_}  un  altro  dei  coefficienti  di  quelle  formole  di  trasformazione,  osservando 
essere  p&a  =  —  32  ,  si  giunge  alla 

(23)  x  —  eì  =  qVm'l, 

posto  : 

In-,  n   I  - - 

Per  questa  relazione  le  quantità  yt,  yxt  yì  date  dalle  (3)  diventano: 

y.  =  -j*-(*«  —  2?  +  *)> 

)-2  =  — ^r(?2— 2^?+  0. 

y,  =  '«j(?2—  ])> 

ed  in  conseguenza  : 

^j.  =  m.(3q1  —  2  7.  q  +  1), 

y.j'»^  =  «K?2  —  x)(?4  — 2a<z5  +  é?2  —  2a?  +  0. 


da  cui  le  note  equazioni  modulari  Jacobiane. 

11  —  1 
La  relazione  (23)  è  una  delle rei 

trasformazioni  Jacobiane  ed  i  coefficienti  della  trasformazione  corrispondente  alla  equa 


La  relazione  (23)  è  una  delle relazioni  esistenti  fra    i  coefficienti    B    delle 
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zione  differenziale  (19).  Per  questa  si  ha,  come  è  noto: 

'-  r-(sy 

essendo   T(s)  un    polinomio  del  grado  : 


ed  a,  = x.  Ora  dalle  tre  relazioni  *) 

1  2  J 


si  deducono  le 


(fmt)  "    1/  V-  -j  =  ?  T(et) ,         (i  y„h)  2  fa  =  ^  T(ej } 

(24)  V  ^     /-r 

e  da  queste  le 

(25)  Yu=k^^à,  frV^k^^; 

ma,  siccome  è  noto  : 
quindi: 


*)  Queste  relazioni  si  trovano  in  una  mia  comunicazione    all'Accademia  delle    Scienze  di  Parigi: 
Sur  une  classe  d'équations  modulaires  [Comptes  rendus,  etc,  t.  CXII  (1891),  pp.  28-32]. 

brioschi,   tomo  III.  [0 
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e  da  questa,  colla  consecutiva  applicazione  della  operazione  (18),  si  ottengono  le 
m7rBi  =  -x'T(e.) 


i  '        1.2  ...  r  v  J/ 

dove  le   P(e),  T"(e),  ...  sono  le  derivate   del  polinomio   T(i)    in  cui  siasi   ad  s 

sostituito  e  .  Per  r  = si  ritorna  alla  relazione  (2%). 

5  2 

Si  sono  così  espressi  tutti  i  coefficienti  delle  trasformazioni  Jacobiane  in   funzione 
di  ^  e  del  polinomio  T(s)  e  sue  derivate,  nelle  quali  ad  s  siasi  sostituitala  radice  e} . 
Per  questi  valori  il  polinomio  denominatore  della  trasformazione  di  Jacobi 

W)  =  B  +  BX  +  B2i<+  ••■  +£_;"-, 
essendo  £2  =  — =+,  diventa: 

e  siccome  a  e;  =  --=,   £  =  yF,   \  =  0    corrispondono  $  =  «^   e2,  e.,   si  ritrovano 
le  equazioni  (24). 

7.  Posto 

/  ;  Nt  =  11  e,  —  £,  -4-  2  fl, , 

(26)  pAr!  =  ««i-e,+  2i3,, 

'  piY.  =  ne}  —  £j  -4-  2fl,, 

rammentando  essere  a,  = x,  dalle  equazioni 

"^[log(sa  — e})]  =  4(2«1  —  O» 
D  [log  (<,-,—  e,)]  =  —  4«,. 
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deducesi  la 


'w-='Dh(^)T]- 


ed  analogamente  per  N2,  N.;  ma  deducesi  facilmente  dalla  (18)  che 
si  avranno  quindi  le 

ÌNt  =  -  „kK-jL(iogt£),     n2  =  -  niKjkQ°erì* 

(27) 

od  anche  : 

(28)       pNi  =  2»,lT^J  ?Nì=2mlT^}  pA/j  =  2Wj_A^. 

La  quantità  qui  denominata  JV    è  la  stessa  che  il  sig.  Hermite  ha  introdotto,  indican- 
dola con  N,  nella  teoria  della  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche  *). 
Sommando  le  (26)  si  ha: 

«,  =  ÌP(^  +  ^  +  ^ 
ossia  per  le  (27)  : 

«,  =  -i«p^:^(iog^^)=^i)(iogo, 

come  alla  (22'). 

Le  relazioni  (26),  le  quali  si  ottengono  anche  dalla  formola  di  trasformazione 

6=  U(s) 


r'O)  ' 


conducono  alle  equazioni  modulari  per  iV, ,  N2,  N  .  Supponendo  n  =  3,  queste  equa- 
zioni sono  : 


*)  Hermite,  Sur  la  transformation  des  fonctions  eìliptiques  [Annales  de  la  Faculté    des    Sciences 
de  Toulouse,  t.  VI  (1892)]. 
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(£y-<(£)+^(tH=°- 

l'ultima  delle  quali  già  trovasi  nello  scritto  dell'eminente  analista  sopra  nominato. 

Notiamo  da  ultimo  che  le  quantità  A', ,  N2 ,  N    ponno  anche  esprimersi  col  po- 
linomio  F(;2)  nel  modo  seguente: 


e  che  al  valore  di  ÀT  del  sig.  Hermite  si  giunge  facendo  uso  delle  note  relazioni  *): 
K=aIYp,  J  A''  =  co.  1  i , 

V  f  l  ? 

essendo  come  sopra  ?  =  <-',  —  e  . 
8.  Dalle  equazioni  (25),  posto 

P  =  kl  -f  *,  a,  —  1 ,       P,  =  /n -j-  jZ/TT"  —  1 ,        P2  =  fek  -f-  y'klT  —  1 , 

si  deducono  le  seguenti: 

per     !L±±     dispari,  Pfe  -  ef?  Z"(0  =  £&  ~  ^  ^(O. 

»,  ^+^    »       p, (^  -  «^  r(o  =  y c«,  - 'jF*  rCO. 

4 

Suppongasi  per  esempio  »  =  3;  il  secondo  membro  della  seconda  delle  relazioni 

superiori  diventa  : 

0,  -  O  reo  +  («,  -  O  reo  +  0,  -  O  r(0. 


*)  Schwarz,  F ornielli  una  Lehrsàt\e  -xum  Gebrauche  der  elliplischen  Fittielionen  (Górtìngen,  1885), 
pag.  32  e  34. 
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di  cui  il  valore  è  nullo  essendo   T(s)  =  s  -\-  a,  ;  quindi: 

P,  =  0. 

Così,  se  n  =  7,  essendo   P(j)  =  (a  e  -}-  (*)a  *),  la  terza  relazione  dà: 

P2  =  o. 
Sieno 

1?  =  k  A  fc,  A,  ,  #,  =  fkTkX,  R,  =  f/cU'.A,, 

si  avranno  le 

;(■■+■)  «r^p 

per     l±-i    dispari,         R(e,  —  e,)    2     r6(0  =  --,nr(e), 


,,   _l       ,  i(t-n)  X    8 

!L±2      »  jjt (4j  _  6j)-4-  r>  («j  =  —  2__ n  r(0  , 


^4^    »      *=  c«,  -  «3)^ r  2  co  =  -  ^r n  T  '  co 


Suppongansi  ;/  =  5,  r  =  il,  r  =  23  ;  siccome  è  noto  **)  le  equazioni  modulari 
corrispondenti  sono  : 

P'  +  32R  =  o,        P\  —  i6Rl=o,        P'  +  4P2  =  o, 

e  quindi  pei  tre  casi  : 

j_  _7 

_j_  _4_ 

(29)  (  X &  -  O"  r  (e,)  =  ilo  r  (o  =  -  tÌ-  , 

si2 


X(«.-«i)'rco=nnr<ce)  = 


4 


*)  Halphen,   Traiti  des  fonctions  elUptiques,  t.  Ili  (Paris,  1891),  pag.  47. 

**)  R.  Russell,  On  x  X  —  x'  V  Modular  Equations  [Proceedings  of  the  London  Matheraatical  So- 
ciety (Read  Nov.  ioth,  1887),  t.  XIX  (1889),  pp.  90-1 11]. 
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essendo  per  le  (22)  e  (24)  : 

Consideriamo  in  modo    speciale  il  caso  di  B  =  li.    Il  polinomio    jT(j)  sarà  del 
quinto  grado,  e  quindi 

T(s)  =  ss  -f-  «,  *4  +  fl25s  +  a.  i2  -f-  a4s  -f-  a. , 
od  anche  : 

r(0  =  7/(0p  +  <v  +  *.+7fc]  +  ^2  +  25.  +  e, 

posto  : 

^   =   fl5   +  7&«,   +  jgj  '  C   =  ai   +  7*1  fi  +   TtS.g;   > 

2B  =  a4  +  fg2a3  +  ±g}a1  +^g\. 

Si  formino  colle  A,  B,  C  le  tre  quantità 

H=C-±glA,        L=3gjA-2glB,        M=3g}B  —  2gtC, 

si  hanno  tosto  le 

X  <fe  -  tf  reo  =  ^  Qgg,n+TM) , 

e  quindi  per  la  seconda  delle  (29),  sarà  : 

(30)  iaff=  — il. 

Si  indichino  con  x0 ,  xt ,  x2 ,  x. ,  x4  le  radici  della  equazione   7" (5)  =  0,  si  otterrà  da 
una  nota  relazione  *)  essere  : 

12 H  =  (x„  -  x.)  (a-  -  a;)  (*,  -  xj  (x,  -  *J  (x,  -  x0)  ; 

ma  d'altra  parte  dimostrasi,    facendo  uso  di  alcune  formole  contenute  nel  mio  lavoro 


*)  Kiepert,  Zur  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  [Journal  fùr  die  reine  und  ange- 
wandte  Mathematik,  t.  LXXXVII  (1879),  pp.  199-216]. 
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già  citato  :  Sulle  equazioni  modulari  *)  che  : 

-   I2H=  (*„  -  A-J(.V2  -  X,)(*,   -  .V4)(.V4  -  *,)(*,  -  Xj, 

sarà  quindi  H,  salvo  un  coefficiente    numerico,   eguale  alla  radice  quarta  del  discrimi- 
nante della  equazione  T(s)  =  o. 

Rammentando  la  formola  dimostrata  più  addietro  : 

fl,  =  -£-D(IogO, 

dalla  relazione  (30)  deducesi  la 

11  £>(#)  +  40,27=0. 

Ma  operando  direttamente  col  simbolo  D  sul  valore  di  H,  mediante  la  nota  formola  : 
tiD(ar)  =  2(r  -f-  i)(2r  -f-  3)ar+1  —  6*,0r  +  n(M  —  2r  +  0  (»  +  6'')^2flr-, 

—  f(«   -    2'-+    OC»"   2''+    3)£3flr_2> 

si  ottiene  la 

11  D(H)  =  —  6a  H—lrL  —  -$, 

da  cui  : 

1 2  0,  2/  -f~  5  L  +  —  ^  =  °- 

Analogamente  dalle  relazioni 

nD(L)  =  —  6atL-\-  2gtH-\-  7.8M  —  ±ia,, 

uD(M)  =  -6at  M  -  9.1 1  gj  H  +  Ij.Z  -  i*(«,  +  £  ga)  , 

se  ne  dedurranno  altre  fra  le  H,  L,  M. 

Gennajo  1895. 

[Pa.],  [G.]. 


*)   Vedi    anche    A.  G.  Greenhill,    Pseudo-Elliptic   Integrai*   and    tbeir   Dyiuimicaì    Applications 
[Proceedings  of  the  London  Mathematica!  Society  (Read  June  8th,  1893),  t.  XXV  (1894),  pp.  195-304]. 


XCVIII. 


LA  MOLTIPLICAZIONE  COMPLESSA  PER  V-  23 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  tomo  XXIV  (1896),  pp.  335-338. 


1.  È  noto  come  Halphen  nella  sua  Memoria  sopra  questo  argomento  pubblicata 
dapprima  nel  Journal  de  Matbémaliques  pures  et  appliquées,  e  riprodotta  nel  suo  Traiti 
des  fonctions  elliptiques  *),  faccia  dipendere  la  soluzione  del  problema  da  una  equazione 

(1)  F(et ,  e2,  e.)  =  o  , 

essendo  F  una  forma  ternaria  di  terzo  ordine. 

È  noto  ancora  come  la  moltiplicazione  complessa  per  la  quale  il  moltiplicatore  f*. 
è  dato  dalla 


0)  P  =  t(i +^-23), 

sia  connessa  alla  trasformazione  del  sesto  ordine  delle  funzioni  ellittiche. 

Ne  deriva  che  questa  trasformazione  dovrà  presentare  una  equazione  la  quale  nel 
caso  particolare  riducasi  alla  (i).  La  ricerca  di  essa  ed  alcune  sue  conseguenze  for- 
mano lo  scopo  di  questo  breve  scritto. 


*)  Halphen,  Sur  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  particulier,  sur  la 
multiplication  par  V —  23  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  s.  IV,  t.  V  (1889),  pp.  5-52] 
e  Traiti  des  fonctions  elliptiques,  t.  Ili  (Paris,  1891),  pp.  151-193. 

brioschi,  tomo  IH.  II 


82  LA    MOLTIPLICAZIONE    COMPLESSA    PER    Y —  23    DELLE    FUNZIONI    ELLITTICHE. 

2.  Richiamo  alcuni  risultati  contenuti  nella  mia  Memoria  :  La  trasformazione  d'or- 
dine pari  delle  funzioni  ellittiche  *),  mantenendo  le  stesse  denominazioni. 

La  equazione  modulare  per  n  =  6,  è  dimostrato  in  quel  lavoro,  è  la  seguente  : 

0)  0,  -  <0+  -tG»(*  -  0'  -  G3(s,  -e)-±Gl  =  o, 

nella  quale  : 

G:  =  éoi,!  —  4  g 2 ,         G.  =  1 4  g2  e  -\-  22  g. . 

Inoltre  gli  invarianti  y2 ,  v    trasformati  hanno  i  valori  : 

Yj  =  120(5,  -  e)2  -  9  G: ,        y.  =  280(5,  -  e)'  —  42  G2(s,  —  e)  -  27  G., 

indicando  con  e  una  delle  radici  et ,  e2,  e. . 
Posto 

si  —  y  — e  > 

la  equazione  (3)  prende  la  forma  : 

(4)  >'4  —  8  tf  -f  2  (g2  —  3  e*)/  -  7  fc  —  3  «7  =  0  , 
o,  ponendo 

b(è)  =  3e2  —  ±g2,        p  =  5e  -2 1^),        ?=3«  +  2f'H0> 

la 

(5)  4/  0'  —  iO  Cy  —  <ù  -  (r  -pqY  =  o, 

ed  i  valori  di  y, ,  y.  conducono  alla 

(0     T;  —  *4«Ya  =  4-7(IOJ!  —  I20''/  +  270«2J  +  6£2>  -  "£2«  +  7?3). 

Sieno 

e,  >  e,  >  e. , 

e  supponiamo  nelle  formole  superiori  e  =  et .  Si  denominino  con  s, ,  £2 ,  e.  i  valori 
trasformati  e  quindi  : 

££-f-E£+s£=  —  Y.  j  £££=:—  Y    . 

Le  formole  di  trasformazione  sopra  indicate  danno  : 

2q(p  —  q) 


£,  =  -  2  («,  +  v)  +  3  <?  - 

s,  =  -  2  («,  +  ?)  +  3  P  + 


J  — ? 


*)  [XCVI:  t.  Ili,  pp.  51-60]. 
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ed  osservando  che  per  la  equazione  (4)  si  ha  : 

si  otterranno  le  tre  relazioni  seguenti  : 

pqz.  =  6yì  —  48  e,/  +  iog2y  —  30**31  —  ff*ei  +  T^3' 

£;  +  4<-',£;  =  i6(/  —  6ej  -\-gx  —  jcf)  , 

e>  _  I2e*s3  =  16(4  v>  —  42  e,/  -f  12  g2y  —  ^e,  +  7£.)  , 

dalle   quali,   moltiplicando  la  prima   per    24,   la    seconda    per    —  5  .  (>es,  la  terza  per 
—  1,  e  sommando,  si  giunge  alla 

2    ■>4    <; 
—  s\  -  J-6«,e;  +  24^£;  —  3'-4-5^s;  —  *-35£,«, 1y1^ 

=  8  (10/  —  i20f,/  +  2-joe'y  +  6 g2y  —  n  £2e,  +  7^), 

la  quale,  posta  a  confronto  colla  (6),  dà  : 

(7)      Y5  +  34-5£i  +  7(teì  +  3-5<!,£;  +  2-32-5<;!£;  —  2  Y,*,  — 12  iVj  +  33^  «,)  =  °  » 

cioè  l'equazione  cercata. 

Per  la  moltiplicazione  sono 

£;  =  [a2«ì.        Y2  =  fi4^>        Y5  =,u-6gr3» 
e  quando  y.  abbia  il  valore  (2),  ponendo  con  Halphem  : 

e,  =  T  (2  '  —  0«j  >         ds  ==  —  7  (2  '  +  0  ea  > 
la  equazione  (7)  diventa  la 

7(I7^2  +  4-33)(4-i9'!  — 32-70  +  t(5^  +  4-32)(4-3i7'2  —  3\)  =  0> 
che  moltiplicata  per  5  u.2  -j-  19  conduce  alla  equazione  di  Halphen  (pag.   174): 

7»l/23(4-i9'3  —  32-7')  +  t(4-3I7'2-  32)  =  0  • 

3.  Posto 
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a  equazione  (4)  si  trasforma  nella 
e  quindi,  se 


»>(,+  8)  =  4AP  pqqr  0-»), 


%  =  gl  —  27g]>        D=G\  —  27  G],        a  =  y1  — 27y;, 
si  deducono  le 

D         ,,    1— «  a    _    6    (i-u)»(u  +  8) 

jj     -  4  o3(u  _|_  8)  »  ^    -  4  yS 

ed  indicando  il  moltiplicatore  con  ^,  si  ha  : 

.,4-/    0-»);(»  +  8) 
^    —  4  ^  » 

ed  analogamente  si  ottengono  altre  formole  note  della  trasformazione. 

Agosto,  1896. 

[Pa.],  [G.]. 


IC. 

LE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI 

EQUIVALENTI  ALLE  RISPETTIVE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI 

AGGIUNTE  DI  LAGRANGE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  Tomo  XXIV  (1896),   pp.   339-346. 


1.  Le  proprietà  di  quella  equazione  differenziale  lineare,  la  quale  considerata  per 
la  prima  volta  da  Lagraxge  fu  poi  denominata  equazione  differenziale  aggiunta  di  La- 
grange,  furono  stabilite  da  Jacobi,  da  Hesse,  da  Bertrand,  da  Darboux.  Questi 
autori  hanno  dimostrato  che,  allorquando  la  equazione  differenziale  aggiunta  ammetta 
gli  stessi  integrali  che  l'equazione  differenziale  primitiva,  cioè  sia  ad  essa  equivalente, 
sussiste  fra  quegli  integrali  e  le  loro  derivate  un  determinato  numero  di  relazioni  qua- 
dratiche *). 

In  modo  particolare,  se  n  è  un  numero  dispari,  ed  ys ,  y2 ,  . . . ,  yn  rappresentano 
un  sistema  fondamentale  di  integrali  della  equazione  differenziale  lineare 

(0  /"'  +  n{n~l)P2y{'-2ì  +  •  •  •  +  npMy'  +p9y  =  o, 

se  l'equazione  differenziale  aggiunta  di  Lagrange  è  equivalente  alla  superiore,  si  hanno  le 


*)  Darboux,   Lefons  sur  la  théorie  generale   des  surfaces,    t.  II  (Paris,  1889);  liv.  IV,  chap.  V, 
pp.  99-121. 
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f(y,  >  y, .  •  •  •  •  y„)  =  °  » 
Kyl >y'*>  ■■■>  y'J  =  o , 

essendo  /  una  forma  quadratica  a  coefficienti  costanti. 

2.  Nel  volume  XLTI  degli  Annali  *),  e  nel  XIV  degli  Ada  Mathematica  **)  ho 
dato  una  formola  generale  di  derivazione  successiva  per  una  forma  f(y\  ,  y2 ,  . . . ,  yn~) 
d'ordine  in  qualsivoglia,  ai  coefficienti  costanti. 

Supponendo  che  le  n  —  i  quantità  r, ,  r, ,  . . . ,  rni  possano  assumere  i  valori 
0,   i,  2,  .  . . ,  m;  posto 

r  =  r,  -f-  r,  -f-  •  •  •  -)-  r)l_I , 

/"(?,)=  w(w,-I1);;-.(wr-r  +  I) /,(>,), 

ed  analogamente  per  le  altre  derivate,  indico  con  (rit  r2,  ...  ,  rni)  la  espressione 

(r, ,  r2 , . . . ,  r ,_,)  =  x(v,));" yf . . .  y;-"'"-'  +  •  •  • 

e  quindi  : 

(o,  o,  . . . ,  o)  =  f(y, ,  yz,  ...,  yj , 

(rs  ,  r2 ,  . . . ,  rn_:)  =  o     per     r  >  w  , 

(i,  o,o,...,  o)=/IGO/,+/IGO£+  •••  +7x(yjy.. 

(2,  o,  o,  . . . ,  o)  =  /,(]',))';  H h  2/2(yl3  y,)/^'  +  ■  ■  •  , 

e  così  di  seguito. 


*)  Sulla  teoria  delle  equazioni  differenziali  lineari  [LXXXVII  :  t.  II,  pp.  3 19-340]. 
**)  Les   invariante   des   èqualions   différentielles   linéaires   [Acta   Mathematica,   t.  XIV   (1890-91), 
pp.  233-248]. 
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Ciò  posto,  la  formola  di  derivazione  successiva  è  la  seguente  : 

— — -j-x — —  =  2:  r>  (''■  '  r*  >  •  •  •  ' r>  — j>  '—  +  *>  -  •  •  '»-) 

+  0»  -  ')(''■+  ».   r>y  ■•»   O 

tt-  n(n  —  1)  . . .  (11  —  s  4-  1)      ,  .  . 

—  r       >   — i - i ! — L  p  (r      r      . . .     r      -4-  i,  . . .  r    ,  —  i) . 

Il  numero  delle  espressioni  (r, ,  r, ,  . . . ,  ''„_,)  è  evidentemente  eguale  a 

(w  -f-  i  )  (tn  -j-  2)  ...  (»z  +  »  —  0  »  (»  +  i  )  •  ■  •  ("  +  '"  —  I  ) 

1.2   ...   («  —  i)  1.2   ..  .    »Z 

3.  Il  caso  che  intendiamo  qui  considerare  è  quello  in  cui 

m  =  2     e     (0,  o,  .  . .  ,  o)  =  o  , 

ed  in  conseguenza  : 

(1,  o,  o,  .  . .  ,  o)  =  o  . 

In  esso  le  altre  — —  quantità  (r,  ,  r2 ,  . . .  ,  r     )  si  possono  esprimere 


2 
(2,  o,  0,  .  . .  ,  o)  ,         (0,  2,  o,  . . .  ,  o)  ,         (o,  o,  2,  . . .  ,  0)  ,         ... 

cioè  dei  primi  membri  delle  equazioni  (2).  Queste  perù  non  sono  fra  loro  indipen- 
denti, ma  bensì  legate  da  — — —  relazioni  fra  esse  e  le  loro  derivate,  ad  eccezione  del 
caso  di  n  =  3. 

Consideriamo  dapprima  questo  caso.  La  formola  di  derivazione  diventa  : 

d(-ryxrù  =  r.cr,  - 1,  r2  + 1)  +  (2  -  oo-,  +  I,  o 

—  ',[3A('»+  *>  r*  —  O  +  ^O'.'  r>-  01» 

da  cui  : 

_^_Z  =  2(I)0),       -^  =  (<M)  +  (M),       -^-  =  2(1,1), 
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-%^  =  (i>  0-bA(i,o)Hfe°)]' 

i^ll  =  (0,    2)  -  [3^(2,   0)  +*,(!,   O)]  , 

^^-  =  -2[3/'i(i,  0+^(o,  i)]. 
Supposto 

(o,   O)  =  O  ,  (2,    o)  =  \  , 

si  deducono  le 

(i,  o)  =  o,         (o,  i)  =  — *,         (i,  0  =  TV> 

e  per  la  quarta  : 

(i,  i)  =  o  ,         1  =  cost. , 

f  -v  -,  à(o,    2) 

(0,2)=3pl,  Yx  =2*ik> 

da  cui  per  l'ultima  : 

%p   —  3p'x  =  o, 

cioè  nullo  l'invariante  della  equazione  differenziale  (1),  come  è  noto. 

4.  Sia  in  secondo  luogo  n  =  j.  La  forinola  di  derivazione  è  in  questo  caso  : 
— — 1 — =  r,v,  —  J>  r,  +  !j  r-  >  r  ;  +  7\(r,  ,  r,  —  1,  r,  -4-  1,  r  ) 

/7V  ivi  #       2      ■  *       3  *       4^       1         2  x    1  *       2  »        j      ■  *       4S 

-f-  r  (r,  ,  r, ,  r.  —  1,  r   -\-  1)  -j-  (2  —  r)  (r,  -f-  1,  r2 ,  r,  ,  rJ 

—  r4[I0^(''i  >  r2  >  '';  ~t"  J>  r4  —  0  "t~  l0P3(' '  '  r2  H~  x'  r;  '  ''4  —  0 

+  5P< 0,  +  1,  raJ  r, ,  r4—  O+^Cr,,  r, ,  r, ,  r4  —  1)] . 

Le  funzioni  (rl  ,  r, ,  r  ,  r)  sono  in  numero  di  15  e,  posto 

(0,  o,  o,  o)  =  0  ,         (2,  o,  0,  o)  =  X ,         (o,  2,  o,  o)  =  [/. , 
si  ha  : 

(1,  o,  o,  o)  =  0, 

e  le  altre  undici  espressioni  sono  funzioni  di  ~k  e  di  f*.  ;  ma  dalla  formola  di  deriva- 
zione, esclusa  la  prima,  si  hanno  quattordici  relazioni;  rimarranno  quindi  tre  relazioni 
fra  1,  i>.  e  loro  derivate. 
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Si  avranno  così  : 

(0,    I,   O,   O)  =  —  A,  (1,    I,   O,   O)  =  7V,  (O,   O,    I,    o)  =  —  j-V, 

(1,  o,  1,  0)  =  jV  —  (a  ,     (o,  0,  0,  1)  =  —  2  V  -f-  lJ- ,     (0,  1,  1,  0)  =  y\i.', 

(1,  0,  o,  1)  =  —  V"  —  — (*', 

ma  : 

d  (0,  o,  o,  1)       ,  .        r         ,  .    , 

dx "  =  0>  °.  °>  0  -  [10^,(0,  o,  1,  o)  4-  iop,(o,  1,  o,  0) 

+  5M1'  °'  °>  °)  +  P-X°>  °»  °>  °)1» 
quindi  si  avrà  la  prima  relazione  fra  A,  jx  : 

(3)  |t'  =  V"  +  tfp,  V  +  4^j^, 

e  per  essa  : 

(o,  i,  1,  o)  =  ±V"+  3PV  +  2PA, 
(1,  o,  o,  1)  =  —  V"  —  9p2*-'  —  6p,l . 
La  formola  di  derivazione  applicata  a  queste  funzioni  dà  : 

(o,  i,  o,  1)  =  —  a'v  -  4/>/A"  -  (9/>:  -f  p3)X'  —  (6p\  —  5/>4)X  -  io/)2(*, 

(o,  0,  2,  o)  =±\w  +  7p2l"  +  (i2/>;  +  3p5)V  +  (8p,'  —  5/>4)X  +  ioPaj., 

ma  : 

d(o,  0,  2,  0)  , 

dx        =  2(°»  °>  *>  0» 

J(0,    I,    0,    i)  ,  N  r  '  T  >  ni  <• 

— i j^ '-  —  (0,    O,    I,    l)  —  [10^(0,    I,    I,    0)  +  IOp,(o,    2,   0,    O) 

+  5/>4(i,  1,  o,  o)+ps(o,  i,  0,  0)], 

in   conseguenza   dalla   eliminazione  di  (o,  o,  i,  i)  si   avrà   la   seconda   relazione   fra 
a,  [i.  ;  ossia  : 

0  =  7^'  +  tP>  v"+  7(45 />;  +  5^)  v'  +  t(30P'2'  +  25  p;  -  2op4  +  iao£)V 

+  tOp"  -  ^K  +  2p.  +  8op2p.)  a  —  io(p,  —  |p;)p. . 

Questa  relazione,  introducendo  i  valori  a,  b,  e  dei  tre  invarianti  fondamentali  della 
equazione  differenziale  del  quinto  ordine,  cioè  : 

* =i>3  - tk>    * = *4 - 2^; +7?" - ?£> 

«  =  Ps  -  TP',  +  t tf  -  7  *'"  -  7^' 


BRlOSCHi,   tomo  III. 
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prende  la  forma  : 

i       ioay.  =  ~A  —  15  a  X"  —  2j  (a'  -\-  ^b)V 

(4)  ì-(f*"+¥'+i<-T'-°)x' 

posto 

A  =  Xv  4-  iopaV"  -j-  iop.1"  -f-  5p4À'  -}-/>s  X. 

La  terza  relazione  si  deduce  dai  valori  di 

d(p,  o,   i,  i)  d(p,  o,  o,  2) 


dx  '  dx 

ma  prima  di  calcolarla  distinguiamo  il  caso  in  cui 

X  =  (2,  0,  o,  o)  =  o , 

dal  caso  contrario.   Se  X  =  o,  si  ottiene    dalla  (3)  :  fx  =  cost.,   sussistono    cioè  le  re- 
lazioni (2)  per  n  =  5  e  l'equazione  differenziale  è  equivalente  alla  sua  aggiunta. 
Per  la  (4)  sarà  quindi  : 

a  =  o , 
e  risultando  in  questo  caso 

(0,  o,   1,  1)  =  5 />;</. ,         (o,  0,  o,  2)  =  5  (/>"—/>.,  +  20£)fA, 

dalla 

d(0,    0,    0,    2)  r       .     -  ,.      .  .    /•  N 
. =  —  2[l0j>2(0,    0,    I,    i)  +   IO/).  (O,    I,    0,    i) 

+  5  PS1'  °>  °>  0+Mò>  0,  o,  1)], 
si  ottiene  che 

Ps  -  tK  +  fi'"'  —  4-5'A*  =  o , 
ossia  : 

e  =  0  . 

Se  quindi  la  equazione  differenziale  (1)  per  »  =  j  è  equivalente  alla  rispettiva 
aggiunta  di  Lagrange,  gli  invarianti  di  essa  di  grado  dispari  a,  e  sono  nulli.  Questa 
proprietà  vale  per  n  qualunque  (dispari,  o  pari)  come  si  è  osservato  nella  seconda  delle 
citate  Memorie. 

Ma  aggiungiamo  ora,  ed  è  lo  scopo  di  questo  scritto,  la  reciproca  non  sussiste. 
Supponiamo  infatti  sieno  a  =  e  =  o  ma  non  sia  X  =  0.  Le  equazioni  (3),  (4)  danno  : 

(5)  i,.'  =  W"  +  6pV  +  6p[l, 

(6)  A  —  M-'n»  -  H!ì-x  =  o, 
W  7  2.7 


(7) 
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*v  +  ioj>,v  +  i5p'2y  +  (9p"t  +  i6Pi  -  ^®  *)v 


+  (2/;'  +  i6^j:  -  à±  b-y  =  0 , 


ed  infine  la  terza  relazione  riducesi  alla 

(8)  3.4.5^'"  +  32.5  ^' V'  + 3.5  (/)"  +  4J^0V  + 2  (//"  + 2.4^'  + 7.8 p;è) l  =  o. 

Eliminando  1  dalle  (7),  (8)  si  giunge  ad  una  equazione  di  condizione  fra  l'inva- 
riante b,  il  coefficiente  p2  e  le  loro  derivate.  La  (5)  dà  : 

(i  =  X"  -J-  6p2~k  -J-  cost. , 

e  quindi  si  avranno  i  valori  di  1,  [j.  in  funzione  di  b,  p2  e  loro  derivate. 

Ma  in  questo  caso  (1  7^  0)  la  equazione    differenziale   (1)  può    opportunamente 
trasformarsi  nel  modo  seguente.  Pongasi 

y  —  ^u  > 
essendo  u  una  funzione  di  £,  e  questa  funzione  di  x.  Supponendo 

e  denominando  con  a,  fi,  y  i  tre  invarianti    fondamentali   della  equazione  differenziale 
trasformata,  saranno  : 

a  =  o  ,  y  =  O  , 


e  l'equazione  stessa  avrà  la  forma 

T^+10qi~d^^  *"»>  di2     '    J^  d: 


,  .  d5u     ,  d'u     .  d2u     .  du 

(9)  -3-r  +  i°?,^r  +  ^^TP-  +  ^^7"  +  V  =  °  > 


essendo 

Ma,  come  è  noto  : 
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e  trovasi  facilmente  essere 

A_ 


'/^'S  = 


la  equazione  (6)  condurrà  così  alla  prima  condizione  : 


ed  in  conseguenza 


da  cui  : 


q>     2.7  di  ' 

d^  _  j_<Pjj_  _i_  47_    ASs. 

di  2.5    di}     '      5     '2  di   ' 

^       2   d^2   '     y2  ' 


Da  ultimo  l'equazione  (8)  per  la  stessa  trasformazione  diventa  : 

_  + 24^-^  +  7.8^-0, 

e  quindi  : 

v     '  4-.;   d?    '      2   j2  dsc3     '     d*.    d*2    '  d^  <K 

Si  ha   cosi    il    teorema  :    Se  gli  invarianti  di  grado   dispari   di   una   equaiione   del 
quinto  ordine  sono  nulli,  la  equaiione  può  trasformarsi  nella  (9)  ed  in  questa  sono  : 

ed  il  coefficiente  q2  deve  soddisfare  V equaiione  (io). 

Le  stesse  proprietà,  deducesi  tosto  dalle  relazioni  (6),  (8),  sussistono  per  la  equa- 
zione differenziale  primitiva,  nella  ipotesi  di  1  =  cost. 

Agosto,  1896. 

[Pa.],  [G.]. 


e. 

IL  DISCRIMINANTE  DELLE  FORME  BINARIE  DEL  SETTIMO  ORDINE. 


Annoti  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  II,  temo  XXVI  (1897),  pp.  2S5-259. 


La  ricerca  del  valore  di  questo  discriminante,  in  funzione  di  invarianti  della 
stessa  forma,  costituisce  lo  scopo  principale  di  una  interessante  Memoria  del  prof.  Gor- 
dan, pubblicata  circa  dieci  anni  ora  sono  nei  Matbeinatiscbe  Annahn  *).  Se  ora  ritorno 
sull'argomento  si  è  per  dimostrare  come  al  risultato,  certo  non  facile,  ottenuto  dal 
prof.  Gordan,  si  possa  giungere  per  altra  via  più  diretta,  e  per  ciò  forse,  feconda 
d'altri  risultati. 

Di  questo  metodo  già  diedi  un  esempio  in  una  comunicazione  alla  Accademia  delle 
Scienze  di  Parigi  **),  e  per  esso,  nel  caso  attuale,  un  invariante  di  grado  m  della  forma 
del  70  ordine  può  esprimersi  in  funzione  intera  e  razionale  di  covarianti  e  di  inva- 
rianti di  una  forma  del  quinto  ordine,  funzione  dell'ordine  2/11  e  di  grado  m. 

Il  discriminante  delle  forme  di  settimo  ordine  essendo  del  grado  dodicesimo,  potrà 
essere  funzione  dell'invariante  di  quarto  grado,  dei  tre  invarianti  di  ottavo  grado,  e 
dei  sei  invarianti  del  dodicesimo  grado.  Adotterò  per  questi  invarianti  le  notazioni  op- 


*)  Gordan,  Die  Discrhniimnte  der  Form  7.  Grades  f  =  al  [Mathematische  Annalen,  t.  XXXI 
(1888),  pp.  566-600]. 

**)  Sur  les  racines  multiples  des  équations  algébriques  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadèmie 
des  Sciences,  t.  CXXI  (1895),  pp.  582-585]. 
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portune  del  sig.  Gordan,  e  posto 


£  =  -5^,  M  =  ^-2,  LM  =  2N, 

8.5-  4'.j 


indicherò  con  a;  $t,  p2,  fi.;   y,  yt ,  ...,  y  ,  i 


seguenti  invarianti  : 


«  =  -LA,     Pi=_-^-yoi,     Pa  =  -|-yM)     ^  =  _±-Myo;, 

(0       (  ^  A7  2  xr  0  ., 

ìY  =  -r-*,.    Y,  =  -— Y„>    Y,  =  —  2-5  #Y«>    Yj  =  —  8WY,,> 

Y4  =  —  5-3  ^Ya3»    Ts  =  2.5A'yI2. 

Queste  quantità    a,  (ì,  y    sono   esprimibili   in    funzione   di    invarianti    e  di    covarianti 
della  forma  di  quinto  ordine. 

Pei  covarianti  e  gli  invarianti  di  quest'ultima  forma  mi  riferirò  alle  notazioni  di 
un  mio  lavoro  pubblicato  negli  Annali  nel  1883  *).  Si  hanno  così  per  a,  p,  y  i  se- 
guenti valori  **)  : 

a  =  5hl  —  yp, 

fi,  =  62//P  -f-  y.jlfu  —  2. 11  ohìp  -\-  2y2P  —  7?2p2, 

(*2  =  37// /2  +  fqìfu  —  3.49/;/^  +  -r?2's  +  7<?2/"  +  2. 11  o2p\ 

(i;  -  a2  +  ?'  (4.njr  -  A/'  -  -&-lu  +  Ì^)j  . 

Osservisi  che  se  9  =  0,  o  se  la  forma  /  del  settimo  ordine  ha  tre  radici  eguali,  sono 

P,  — ?,  =  «*,         P,  =  «", 

ossia  : 

Y„,  +  SY»  H —  ^2  =  °»         Yo- A*  —  °> 

io,  -r  >i«»-r  j-5  io,       235 

da  cui  : 

Yo,  +  5Y01  +  2Yo3  =  °- 

I  valori  di  y,  y: ,  . . .  y    sono  i  seguenti  : 

y  =  _5/,'(i3/'_  3\7/h  +  2.32.5p2)  +  7  9^'K"  p+  32'0 
+  2?2/j/(5J;4-2.i7p2)  —  2?!/>(4'5  -5P2), 


*)  Sulle  relazioni  esistenti  fra  covarianti  ed  invarianti  di  una  stessa  forma  binaria  [LXXXV  :  t.  II, 
pp.  281-294]. 

**)  Notisi  che  cp,  g^  sostituiscono  /,  A  dell'indicato  lavoro. 
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T-  =  /;!  (^  +  ^P'"  ~  3V-37P2  +  75i^)  +  ^*W  +  1* «) 

-  ^(^p  +  *a-i«.  +  4.nY  -  ^V)  -  ^s^i\ 

r3  =  -  3*3  (^  +  i^/"  +  3J-4V  +  3-7V)  +T-T^(»3P  +  34-7«0 
+  ^^("^-P  +  ^y--'«  +  7-48ips  +  "^4*) 

T4  =  —  S.6&5(6-7*«+  32-4-n^2  +  7*£4*)  +  34?^(2-Iir+  32-7») 
+  y?2^(409/i+5o-7-i3^'  +  32-5-j8^2  +  ^Ìg4^ 

-  ^(^P  +  ^'«  +  324.5-^2  +  <w)  -^4<P4(f  P  -  •)■ 
YJ  =  ^(iI7IP  +  JT"^  +  33-8-"/  +  2-3-7^4*)-^-?^^3iP  +  3I-7-i3») 

+  ?3^1£9  /5  _  _7_/tt  +  2.7.n/  +  *£^  . 

Importa  osservare  che  fra  i  termini  di  queste  sei  espressioni  non  ha  luogo  alcuna 
sizigia.  Ciò  posto,  il  problema  della  calcolazione  del  discriminante  trasformasi  nel  se- 
guente: determinare  i  valori  dei  coefficienti  numerici  p,  pt,  ...  p  ;  S,  Sj ,  §2 ,  S      pei 
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quali  sia  soddisfatta  la  equazione  : 

(2)  py  +  p.y,+  •••  +  pfTf  =  «(*«f  +  M.  +  *.P.  +  *,Pi)- 

Notisi  dapprima  che  nel  secondo  membro  non  esistendo  i  termini  g  o4  u ,  g  "/ l2, 
g  h4,  ìf  p2,  si  hanno  tosto,  eguagliando  a  zero  i  corrispondenti  del  primo  membro  : 

11  .  2. 11. 17  , 

P4=3P;>        P2  =  -yP;.        —  ?x  +  2-3  ?5  =  — ^ — P5  >        P  =  3-4P3- 

Eguagliando  in  secondo  luogo  i  coefficienti  di  g^2h2l  e  di  g^hp  nei  due  mem- 
bri, si  hanno  le 

83P3-3Ps  =  f*3>         3fp,-3P,  =  TJ»' 

le  quali  conducono  alle 

8=-£HPl>        ps  =  ^p., 
3      "  s  V      ' 

e  quindi  : 

4.403 

P«  =  ^y2"?;- 

I  coefficienti  di  Più,  oìrpu  conducono  alla  stessa  relazione: 

ossia  : 

2  0I  +  *;)  =  2--rLPj> 
ed  i  coefficienti  di  o2/;/4  alla 

,»,  +  .£.».  =  £!*»,,. 

da  cui  : 

Infine  eguagliando  i  coefficienti  di  f'p',  trovasi  : 

Questi  valori  soddisfano  tutte  le  altre  relazioni. 

Sostituendo  ora  nella  (2)  i  valori   di   questi  coefficienti,    supponendo    p.  =  —  , 
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e  per  a,  p,  y  i  loro  valori  (i),  dividendo  per  N,  si  ottiene: 

±ÉCi  _  ili£iTii  +  j!£iì  Ym  _  2>3+Yj3  _  2.3S<  5  ^  +  Mdi^Ti2 

V2.5.5-       t      5      i»«  4      io.-r      5      i03/> 

od  il  risultato  del  sig.  Gordan. 

Se  nei  valori  superiori  di  y>  Yi  >  ■  ■  •  Y<  suPPonesi  9  =  0,  sussistendo  per  questo 
caso  la  sizigia 

4£4/j  =  —  P  —  6  Ih  +  9p2 , 

si  ottengono  le  cinque  relazioni  : 

1      4'  1      2. j     .  42-i9    ., 

3.5'"  3  33-53 

Y,, Vy-- — ^Yo»  H r  ^J  =  o, 

!..  5>    '>,  3  I«T     3-J4 

Y»-^Y33 £-^,  +  ^^  =  0, 

Ti,  y«    T3)  45  Ica  3-j4 

'"         5!    '"        2.3.5  3-5s 

le  quali  sono  pure  soddisfatte  per  una  forma  /  del  settimo  ordine,  la  quale  abbia  tre 
radici  eguali. 

Settembre  1897. 

[Pa.],  [G.]. 


BRioscai,  tomo  III. 


CI. 
SUL  MOTO  DEL  CALORE  NEL  GLOBO  DELLA  TERRA. 


Giornale  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti,  e  Biblioteca  Italiana, 

Nuova  serie,  tomo  I  (1847),  pp.   295-503. 


Una  delle  più  importanti  questioni  fra  quelle  che  vengono  trattate  dalle  teorie 
fisico-matematiche  è  la  applicazione  del  problema  del  moto  del  calore  in  una  sfera,  al 
globo  della  terra.  Intorno  a  questo  argomento,  conversando  col  signor  don.  Gabrio 
Piola,  indicavami  egli  come  le  formole  generali  date  dal  Fourier  nel  capitolo  V  della 
sua  Théorie  analytique  de  la  chaleur  potevano  adattarsi  anche  alle  applicazioni  che  si 
trovano  al  capitolo  XII  della  Théorie  matbématique  de  la  chaleur  del  Poisson,  e  con 
vantaggio  dal  lato  della  facilità  e  della  efficacia.  Seguendo  il  consiglio  del  signor  Piola, 
e  partendo  dalla  formola  di  Fourier,  che  dà  la  temperatura  di  un  punto  qualunque 
di  una  sfera  omogenea,  la  quale  al  principio  del  tempo  sia  stata  abbandonata  da  una 
causa  che  l'abbia  riscaldata  dal  centro  alla  superficie  secondo  una  data  legge  di  tem- 
peratura iniziale,  ho  cercato  di  arrivare  alla  espressione  che  dà  le  temperature  della  parte 
solida  del  globo,  ed  essendo  giunto  ad  una  formola  certamente  più  rigorosa  al  con- 
fronto di  quella  trovata  dal  Poisson  con  una  analisi  assai  complicata,  ho  creduto  non 
inopportuno  il  renderla  pubblica. 

La  succitata  formola  di  Fourier  è  la  seguente  *) 

,  \  2   V"       e  senMjX         fr  .  . 

{i)  v  =  —  y_ /   dx.xt  (x)  senK;x, 

1     r sen  2nr  *^° 

2(1-  ' 


*)  Fourier. —  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  (Paris  1822),  pag.  350. 
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nella  quale  r  è  il  raggio  della  sfera,  x  la  distanza  del  punto  che  si  considera  dal  cen- 
tro della  sfera,  ì;  il  rapporto  tra  la  conducibilità  interiore  ed  il  prodotto  della  capacità 
per  la  densità,  ed  F(x)  rappresenta,  quanto  alla  temperatura,  lo  stato  iniziale  ed  ar- 
bitrario del  solido.  Finalmente  i  valori  di  >ii ,  dove  facciasi  i  ■=  i,  2,  . . .  ,  sono  le 
radici  della  equazione 

,  v  tang  il ,r  _  1 

^2)  n.r       ~   1  —  br  ' 

essendo  /;  il  rapporto  tra  le  due  conducibilità. 

Cominceremo  ad  osservare  che,  trattandosi  del  globo,  la  quantità  r  è  tanto  grande 
da  rendere    negativo  il  secondo    membro    della    equazione   (2);  dunque   dovrà   anche 

tang«;r  essere  negativa,  cioè  1  arco  n.r  essere  compreso:  o  tra  —  e  ir;  o  tra  —  ic 

2  2 

e    2  ir  ;    od    in    generale    tra  tu  e  À  -,    rappresentando  >    un    numero   intero. 


Pongasi  per  ciò 

(3)  irr  =  Itz  —  s  , 

avremo  :  tangw^r  =  —  tang  s,  e  la  (2)  diventerà: 


tang  s  ili 


Xw  —  s  br     '     (hrj     '     (/;r)' 

che,  sviluppata  anche  nel  primo  membro,  dà  : 

ossia,  moltiplicando  e  trasportando  : 

b  r     '  (ìi  r)     '  ).  -  \  3      '     x  «   / 

dalla  quale,  per  mezzo  della  serie  di  Lagrange  : 

5        fcr  ì\br)~t""' 

il  qual  valore,  sostituito  nella  (3),  dà  : 

ì« 

»  r  =  à  «  —  -t—  , 

«r 

trascurando  i  termini  seguenti  come  affatto  insensibiH.  Da  quest'ultima  equazione  rica- 
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vasi  subito  : 

/.  77         "kit 
(4)  ni  — T^" 

e  tutte  le  radici  della  equazione  (2),  le  quali,  come  si  è  detto,  non  sono  altro  che  i 
valori  delle  »,  ,  n2 ,  .  . .  ,  si  otterranno  ponendo  nella  (4)  a  =  1,  2,  3,  ...  Sosti- 
tuendo poi  queste  radici  una  dopo  l'altra  nella  equazione  (1),  arriverebbesi  a  trovare 
dopo  molto  lavoro  alcuni  dei  termini,  i  quali  darebbero  approssimativamente  la  richiesta 
espressione  della  temperatura.  Ma  osserviamo  che  tutte  le  radici  che  si  ottengono  po- 
nendo per  X,  nella  equazione  (4),  la  serie  dei  numeri  dispari  naturali,  si  ponno  com- 
prendere nella  forinola  : 

/-%  _    (2/>  -  1)77  (ip—  1)77 

K»  ".-  —  "  r  hr> 

dove  facciasi  p  =  1,  2,  3,  ...  e  che  tutte  le  radici  che  si  ottengono,  sostituendo  a  1 
la  serie  dei  numeri  pari  naturali,  si  compendiano  nella  forinola  : 

(0  »;  =  ^-T^, 

\  j  'r/;r 

nella  quale  si  faccia  successivamente  q  =  1,  2,  3.  ...  Dunque  possiamo  ritenere  la 
formola  (1)  come  divisa  in  due  parti,  in  una  delle  quali  debbasi  porre  per  ni  il  valore 
dato  dalla  (5)  e  nell'altra  il  valore  dato  dalla  (6).  Eseguiti  quindi  gli  opportuni  cal- 
coli arriveremo  a  due  formole,  dalle  quali  sostituendo  per  p  e  per  q  i  numeri  naturali, 
risulteranno  tutti  i  termini  della  serie  richiesta  come  se  si  fossero  calcolati  uno  ad  uno 
per  i  diversi  valori  di  1. 

La  legge  F(.v),  per  la  distribuzione  iniziale  della  temperatura  all'origine  della  co- 
stituzione della  nostra  terra,  ci  è  ignota  ;  possiamo  perù  desumerla  dai  dati  fornitici 
presentemente  dalla  osservazione.  Si  è  trovato  che,  circa  dopo  venti  metri  di  profon- 
dità, nel  qual  punto  non  sono  più  sensibili  le  ineguaglianze  di  temperatura  diurne  ed 
annuali  dovute  all'azione  dei  raggi  solari,  le  temperature  crescono  proporzionalmente 
alle  profondità  stesse.  Chiamando  quindi  y  la  profondità  variabile  misurata  sulla  verti- 
cale, incominciando  dalla  superficie  andando  verso  il  centro,  è  facile  il  concepire  do- 
versi assumere  : 

(7)  «=/iw. 

essendo  /,  g  due  costanti  che  si  sanno  assegnare  in  numeri  col  mezzo  della  esperienza. 
Si  suppone  poi  che  la  forma  (7)  con  costanti  diverse,  per  esempio  /,  in,  valesse  anche 
alla  costituzione  della  terra  per  esprimere  la  legge  della  temperatura  iniziale.  Questo 
fatto  dell'aumento  di  temperatura  proporzionale  alle  profondità  ci  induce  ad  ammettere 
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la  ipotesi  del  calor  centrale;  cioè  che  le  materie  le  quali  trovansi  nell'interno  della 
crosta  del  globo  siano  ancora  allo  stato  di  fluido  incandescente;  al  quale  stato  la  forma 
sferoidica  della  terra  e  lo  schiacciamento  ai  poli  di  rotazione  sembrano  indicare  essere 
stata  all'origine  tutta  la  terra.  È  opinione  di  molti  fisici  e  naturalisti  che  lo  spessore 
medio  della  crosta  della  terra  sia  piccolo  al  confronto  del  raggio  di  essa  ;  se  ciò  fosse, 
come  è  probabile,  sarebbe  tolta  la  difficoltà  posta  dal  Poisson  sul  tener  buona  la  forma  (7) 
anche  a  distanze  dalla  superficie  maggiori  di  quelle  a  cui  siamo  giunti  colla  esperienza, 
attesa  la  immensa  temperatura  che  quelle  materie  dovrebbero  avere  al  centro.  Il  sup- 
porre poi  che  verso  il  centro  sussista  ancora  questo  stato  di  fluidità,  ci  porta  a  cre- 
dere che  la  terra,  posta  all'origine  in  un  ambiente  di  temperatura  inferiore,  abbia  co- 
minciato a  solidificarsi  in  tutto  od  in  parte,  e  la  solidificazione  abbia  avuto  principio 
alla  superficie  per  propagarsi  verso  il  centro.  Il  signor  Poisson  trova  inverosimile  questa 
ipotesi,  ed  anzi  opina  dover  essere  avvenuto  il  contrario,  giacché  le  parti  estreme  0 
le  più  vicine  alla  superficie,  raffreddandosi  per  le  prime,  avrebbero  dovuto  discendere 
al  centro,  ed  il  loro  posto  essere  occupato  dalle  interne  ancora  calde,  che  pur  esse 
raffreddandosi  sarebbero  discese  ;  e  le  solidificazioni  avrebbero  così  avuto  luogo  dal  cen- 
tro alla  superficie.  Credo  poter  citare  a  tale  proposito  una  esperienza  del  signor  Four- 
net  *),  il  quale  dice  aver  osservato  più  volte  che,  lasciando  raffreddare  una  massa  d'ar- 
gento allo  stato  liquido,  la  solidificazione  incomincia  alla  superficie  ed  avanzasi  gra- 
datamente verso  il  centro.  Parmi  che  questo  fatto  sia  applicabile  senza  veruna  eccezione 
anche  alla  formazione  del  globo,  concorrendo  altresì  nel  secondo  caso  la  forza  centri- 
fuga che  doveva  spingere  le  parti  già  solide  il  più  lontano  possibile  dall'asse  di  rota- 
zione. La  geologia,  deducendo  la  spiegazione  di  molti  fatti  dal  calor  centrale,  serve 
anch'essa  a  rendere  più  probabile  tale  ipotesi.  Fra  questi  credo  dover  notare  principal- 
mente la  formazione  delle  montagne,  essendosi  dimostrato  insufficiente  a  spiegarla  il 
sistema  Nettuniano,  le  eruzioni  vulcaniche,  e  la  antica  uniformità  di  temperatura  alla 
superficie  della  terra,  la  quale  viene  provata  dalla  identità  degli  avanzi  di  vegetali  ed 
animali  che  trovansi  fino  ad  una  parte  dei  terreni  terziarj  in  paesi  di  latitudini  assai 
differenti. 

Il  signor  Poisson,  per  rendere  ragione  dell'aumento  di  temperatura  proporzionale 
alle  profondità,  propone  un  altro  metodo  di  spiegazione  fondato  «  sopra  una  causa  di 
cui  la  esistenza  è  certa  ».  Questa  causa  è  la  ineguaglianza  di  calore  nelle  regioni  dello 
spazio  che  la  terra  attraversa  movendosi  col  sole  e  tutto  il  sistema  planetario  con  una 
velocità  che  la  osservazione  non  ha  per  anco  determinata.  Un  fatto  sussiste  contro 
tale  ipotesi,  il  quale  desumesi  dalla  considerazione  delle  tavole,  nelle  quali  trovansi  re- 


*)  D'Aubuisson  des  Voisins.  —  Traiti  de  Géognosie,  tom.  Ili,  pag.  277. 
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gistrate  le  esperienze  fatte  per  determinare  in  diversi  luoghi  della  terra  l'aumento  di 
temperatura  alle  differenti  profondità,  ed  è  che  tale  aumento  non  segue  la  stessa  legge 
per  tutto  il  globo,  e  differisce  da  un  paese  ad  un  altro  senza  alcun  rapporto  né  colla 
latitudine  né  colla  longitudine.  Il  quale  fenomeno,  che  spiegasi  assai  facilmente  col  ca- 
lore centrale,  atteso  il  differente  spessore  della  crosta  solida,  parmi  non  possa  ricevere 
spiegazione  supponendo  il  globo  trasportato  da  una  atmosfera  calda  ad  un'altra  che  lo 
sia  meno. 

Ammesso  dunque  che  la  legge  per  la  distribuzione  della  temperatura  iniziale  possa 
essere  rappresentata  dalla  espressione  /  -j-  my,  essendo  x  =  r  —  y  si  avrà  : 

F(x)  =  /  -f-  inr  —  mx, 

e  però,  nella  formola  (i),  avremo  dapprima  a  calcolar  l'integrale 

(8)  /   d  x .  [x  (/  -f-  m  r)  sen  ir  x  —  m  x1  sen  ni  x]  . 

Col  mezzo  della  integrazione  a  parti,  si  ottengono  subito  le  forinole  di  integrali  in- 
definiti : 

/,                             sen«,*          xcosnx 
a  x .  x  sen  n-  x  = —■ '- —  , 
ni                    ni 

C  ,  ,  /     2  X2  \  2X 

I  ax.x  sen  n.x  =  I  — ; 1  cos  nx  -J 3-  stnnx  , 

J  \  n]  n.  }  '      '     n\ 

mediante  le  quali  calcolasi  facilmente  il  valore  dell'integrale  (8),  che  riducesi  a 

,  .  .TsenH-r        r  cos  n  r~\  frscnnr  2    ,  N"I 

(9)  l  \--tf ^"J  -  m  \--r--  +  -jr  (cos  n,  r  -  ,)J  . 

Ora,  dalla  equazione  (5),  abbiamo  :  ' 

.  .  (ip   —    l)7t 

nr  =  (2p  —  i)tu  —  v   r  , J—  , 

j  j]r 

talché  risulteranno  : 

(26—1)7:         (ip  —  i)tc  1     (2p  —  i)jtj3     . 

sen  n ■  r  =       sen  v  r  , J—  =  v  r  , J- ,,   , r-  •  ■  •  , 

hr  hr  2.3  ir r' 

Vip  —  i)tc  1     (2p  —  iYtc2 

cos  nr  =  —  cos  v  r  , —  =  —  1  -\ v  r  ,,  / •  •  • 

'  hr  '     2  h  r 

2-  =  —JL 1  \ -    .... 

nt         (2p—i)K    '    (2p  —  1)/;-    ' 
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per  conseguenza  il  coefficiente  di  /  nella  espressione  (9)  viene 

'1 L  IL |_    ... 

nella  quale  le  potenze  di  r  vanno  sempre  decrescendo  e  diventano  negative.  Il  coef 
ciente  poi  di  m  nella  (9)  trovasi 


4r> 


(2/>-i)/^L(2P-i)^2         !J  + 


(2p-    !)>-■> 

Pertanto  la  espressione  (9),  ossia  l'integrale  definito  (8),  ha  un  valore  della  forma  : 
/  4»?      _  j    ,    \  m      _  r         12  _    1  /         |  2 

(I0)  \ 

+  Ar  +  B  +  —  +  .-., 

degradando  continuamente  le  potenze  di  r. 

Passiamo  a  calcolare  gli  altri  elementi  della  formola  (1). 

2 
Il  coefficiente  —  diventa 
x 

_2_  =  A  +  iI+iÌ4.  .... 
r  —  y        r  r*      '      r3 

L'esponente  negativo  di  e  diventa,  per  la  (5)  : 

k(2p  —  i)2-2/  _  2k(2p  —  i)2-2/         À(2p  —  \)2~2t 
?  hr>  "+"  feV 

di  cui  si  ritiene  il  solo  primo  termine,  essendo  gli  altri  piccolissimi  rispetto  ad  esso. 
Anche  il  primo  termine  sarebbe  piccolissimo  avuto  solo  riguardo  al  denominatore  r2  gran- 
dissimo ;  ma  è  da  osservarsi  che  t  è  il  valore  del  tempo  che  può  incominciarsi  a  con- 
tare dalla  costituzione  del  globo  terrestre,  talché  esso  ha  un  valore  incognito  somma- 
mente grande  ;  e,  per  tale  modo,  la  frazione  — ,  rapporto  di  due  numeri  grandissimi, 
può  avere  un  valore  confrontabile  con  quelli  che  desumiamo  dalle  nostre  misure. 
Il  fattore  sen  nt  x  diventa,  avuto  riguardo  alla  equazione  (5)  : 
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Finalmente  il  denominatore  r sen  2  H-r  si  cambia  in 

2  n. 

t(2j»-02ir2i 

La  combinazione   di  tali   risultati  ci  conduce  a  vedere   che   l'esponenziale  e         '2 
prende  un  coefficiente  della  forma 

^"•H'^T  +  Tt-' 

il  quale,  moltiplicato  per  la  espressione  (io),  darà: 

e,  trascurando  tutti  i  termini  meno  il  primo,  attesa  la  grandezza  di  r,  si  avrà  che 


*—  [2p  —  i)-  hr.    K      '      JJ 


rappresenterà  la  prima  di  quelle  parti  nelle  quali  abbiamo  detto  doversi  scomporre 
la  (i)  ;  e  precisamente  quella  parte  in  cui  si  considerano  tutti  i  valori  della  i  che  sono 
la  serie  dei  numeri  dispari  naturali. 

Consideriamo,  in  secondo  luogo,  la  formola  (6),  cioè  : 


n  .  r  =  2q~ 


hr 


Saranno  in  questo  caso  : 


2  <7  Ti  lai:      .  l8(7' 

sen  n-r  =  —  sen  -~ —  = H 

hr  or         2.3 


/;V 


2(7  7:  1   4  a  r.- 

cos  ».r  =        COS  -r3—  =  1 ,.,    , — [- 

«r  2     h  r 


Bj  2  5-  2(//j7i 

e  quindi  il  coefficiente  di  /,  nella  (9),  viene 

r2  2r       1 

2<77T        2qhiz' 

brioschi,  tomo  HI. 
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e  quello  di  m 


2t]h~        2qh 


ÌJr-.+ 


nelle  quali  gli  esponenti  della  r  vanno  sempre  diminuendo  ;  per  cui  la  espressione  (9) 
prende  un  valore  della  forma  : 

Quanto  agli  altri  elementi  che  costituiscono  la  formola  (1),  daranno,  per  questo  va- 
lore di  ni  : 

2  2  2V     . 

—  =  ~  +  ~+  ■■"' 

-*"fl  ^ 

e         =  e  , 


sen  ìix  =  sen 


;• sen  2  ;;  r  =  r 

2  n. 


4*?2 


e  quindi  l'esponenziale  e  riceve  per  coefficiente  la  espressione 

che,  moltiplicata  per  la  (12),  riducesi  alla 

£ft--i)e+w+-f+-. 


Cosicché   la   seconda    delle    parti  in  cui   abbiamo    supposto   essere    divisa  la  (1),  può 
scriversi  : 

(■3)  t^(Jr-')(,  +  l")'^- 

nella  quale  vengono  ad  essere  considerati  tutti  quei  valori  della  i  che  sono  la  serie  dei 
numeri  pari  naturali. 
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È  facile  il  comprendere  come  i  termini  fornitici  dalla  formola  (13)  si  ponno  tra- 
scurare, avuto  riguardo  alla  grandezza  di  r  ;  e  quindi  dovremo  ricavare  il  valore  di  v 
della  sola  (11),  che,  sviluppata,  dà: 

o  ,  _J2ÌL  -IMI  -  ;sbT2'  v 

(14)         -  =  |5(. +*,)(.      "     +f.     '    +±e      "     +■■•)■ 

Ecco  la  espressione  che  dà  il  valore  della  temperatura  per  un  punto  qualunque  del 
globo  ;  essa  contiene  quella  trovata  dal  Poisson  *),  mentre  la  si  ricava  considerando 
il  solo  primo  termine  della  (14);  e  quest'ultima  ha,  oltre  a  ciò,  il  vantaggio  che,  a 
luogo  della  indeterminata  fJ  del  Poisson,  contiene  la  quantità  j— j  pure  indeterminata, 
ma  però  evidentemente  comparabile  coi  numeri  desunti  dalle  nostre  ordinarie  misure; 
il  che  non  è  dimostrato  per  la  {ì. 

Questo  valore  di  v,  paragonato  a  quello  desunto  dalla  (7),  dà  : 


,       Sin  ( 


tar* 

i 

9lTT2 

2JÌTT2( 

+ 

9 

e 

+ 

25    e 

+ 

Hr*i 

_  + 

1 
9 

e 

9^- 

"  + 

I 

—  e 
25 

2;kr.2! 

+ 

•)■ 


le  quali  due  formole  sono  di  grande  significato.  La  seconda  di  queste  equazioni  può 
servire  anche  a  rendere  palese  la  esattezza  della  espressione  (14)  ;  di  fatto,  facendo  in 
essa  /  =  0,  si  ha  : 


8wt  /  1  1  \ 


Ora  la  somma  della  serie 

«+-p-  +  -£-+-=-f") 

e  quindi  sarà,  in  questo  caso,  g  =  m  ;  il  che  doveva  accadere,  giacché,  al  principio  del 
tempo,  la  costante  g  era   la  m.   Essendo,   per  /  =  0,  la  /  =  -=—  ,  sarà  l  =  -7—  ;   per 

cui  la  legge  della  distribuzione  iniziale  verrà  espressa   da  —  (1  -j-  hy). 

Col  mezzo  della  equazione  (14),  potremo  anche  calcolare  esattamente  la  quantità 


*)  Poisson,  Théorie  mathèmatique  de  la  chahur,  Avec  supplément  (Paris  1835-37),  pag.  423. 
**>  Eulero,  Introductio  in  analysin  infinitorum  (Lausanne  1748),  tora.  I,  pag.  137. 
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di  calore  che  la  terra  deve  perdere  attraverso  la  sua  superficie  nella   unità  di  tempo. 

d  v 
Infatti  questa  quantità,  essendo  in  generale  espressa  da  x  b  —. —  *),   dove    x    è    la   su- 
perficie, b  la  conducibilità  esteriore,  avremo,  chiamandola  O  : 


9feTt2 


dalla  quale  scorgesi  facilmente  come  la  quantità  di  calore  perduta  diminuisce  coll'au- 
mentarsi  il  numero  degli  anni  dall'origine  del  globo.  L'abbassamento  di  temperatura 
durante  un  secolo  è  insensibile  ;  ma  la  quantità  di  calore  perduta  è  grandissima. 

[GÌ  [G.]. 


*)  Fourier,   Thèorie  anàlytique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  pag.  no. 


cu. 

DEI  CRITERI  PER  DISTINGUERE  I  MASSIMI  DAI  MINIMI  VALORI 
DELLE  PRIMITIVE  *)• 


Giornale  dell'I,  7f.  Istituto  Lombardo  ili  scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  [tallitila. 

Nuova  Serie,  limo  III  (1851),  pp.  400-409. 


La  ricerca  dei  criterj  per  distinguere  i  massimi  dai  minimi  valori  delle  primitive 
venne  ridotta  da  Legendre  a  quella  dei  valori  di  alcune  quantità  indeterminate,  per  i 
quali,  annullandosi  alcuni  termini  del  polinomio,  variazione  seconda  della  primitiva 
proposta,  gli  altri  termini  riduconsi  a'  prodotti  di  quadrati  per  quantità  note,  e  dai  se- 
gni di  queste  si  hanno  i  criterj  richiesti.  Jacobi  pel  primo  ha  assegnato  quei  valori 
per  le  primitive  semplici  di  funzioni  composte  di  una  sola  funzione  e  delle  sue  deri- 
vate ;  ma  il  teorema  da  lui  enunciato  e  dimostrato  in  seguito  da  Bertrand,  Lebesgue, 
Delaunay  è  di  difficile  applicazione,  come  ne  fanno  prova  i  casi  particolari  conside- 
rati da  quegli  autori.  Il  prof.  Mainardi  in  un  suo  recente  lavoro  sul  calcolo  delle  va- 
riazioni **)  propone  un  nuovo  metodo  alla  ricerca  di  quei  valori;  e  con  esso  trova  i 
valori  di  quelle  indeterminate  in  qualche  caso  speciale,  non  senza  perù  incontrare  al- 
cune difficoltà,  le  quali  rendono  l'analisi  complicata  quando  si  voglia  trattare  il  pro- 
blema in  tutta  la  sua  generalità.  Il  medesimo  autore  adopera  con  successo  il  proprio 
metodo  anche  nel  caso  in  cui  si  consideri  la  priir.itiva  doppia  di  una  funzione  com- 
posta di  una  sola  funzione  e  delle  derivate  prime  parziali  di  essa  ;  ma  non  così  allor- 


•)  [Cfr.  V:  t.  I,  PP.  35-38]. 
**)  Mainardi,  Riarche  sul  calcolo  delle  variazioni  [Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  t.  Ili, 
(1852),  Pp.  i49-i92>  379-383]- 
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quando  le  derivate  parziali  si  inalzano  appena  al  secondo  ordine,  nò  allorquando  si 
tratti  di  una  funzione  composta  di  più  funzioni  e  delle  loro  derivate,  sebbene  si  limici 
a  considerare  le  derivate  prime. 

Lo  scopo  di  questo  scritto  è  di  completare  questa  parte  d'analisi,  cioè  di  assegnare 
i  valori  di  quelle  indeterminate,  considerando  le  primitive  semplici  composte  di  una 
o  più  funzioni  e  delle  loro  derivate  fino  all'ennesima  ;  il  caso  delle  primitive  multiple 
si  tratterà  affatto  analogamente. 

Lemma   i°  —  Se  si  ha  una  espressione  della  forma 


(0  X  *'•*'*' 

nella  quale  tanto  la  r  che  la  s  possono  assumere  i  valori  o,  i,  2,  3,  . . .  ,  11  e  si  ri- 
tenga ar  s  =  as  r  ;  se  saranno  nulli  i  determinanti  delle  — —  espressioni  quadra- 
tiche ternarie,  le  quali  si  ottengono  ponendo  nella  generica 

(2)  ar  r  x\  -j-  as  s  x\  -f-  an  n  xzn  -\-  2  ar  n  xr  xn  -\-  iain  xi  xn  -f-  2  ar   xr  xt 

in  luogo  di  xr ,  xs  le  combinazioni  a  due  a  due  delle  n  quantità  xo,  xit  ...  ,  xn_ì  ; 
ed  inoltre  saranno  nulli  i  determinanti  delle  11  espressioni  quadratiche  binarie,  che  si 
ottengono  sostituendo  nella 

(3)  ar,rXl   ~f"    a„,„K    ~\~    2ar,«XrXn 

in  luogo  di  xr  le  n  quantità  x0  ,  xt ,  .  . .  ,  xn_s  ;  la   espressione  (1)   sarà   eguale  alla 

(4)  t(Ia-'')' 

Ne  risulta  che  le  condizioni  per  passare  dalla  (1)  a  quest'ultima  sono  di  numero 
— - — — — — .  Queste  condizioni  si  ponno  anche  assegnare  in  generale  ;  infarti,  essendo 
nullo  il  determinante  della  (2),  sussisterà  l'equazione  : 

ed  essendo  nullo  il  determinante  delle  (3),  si  ha  : 

quindi  la  (1)  si  ridurrà  alla  (4)  allorquando  sieno  soddisfatte  — equazioni  a- 

naloghe  alla 

(5)  au,„ar,s  rtr,nfl!,n==°> 
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ed  «  equazione  simili  alla 

(6)  a\n  —  anaarr  —  o. 

Lemma  2°  —  È  noto  che  il  valore  di  y  funzione  di  \,  che  rende  massima  o  mi- 
nima la  primitiva 

viene  fornito  dall'integrazione  della  equazione  : 

(7)  F-(y)-\r(y')Y+[F  (/')]" +  (-  i)"[F(/",)]W  =  o  . 

Questa  equazione,  essendo  alle  derivate  dell'ordine  2  nts'moJ  la  sua  primitiva  completa 
conterrà  2  «costanti  arbitrarie,  che  indicheremo  con  /;,  ,  /;, ,  ...,  hn,  l\,  k2,  ...,  kn. 
Si  rappresenti  questa  primitiva  colla 

y  =  <p  (a-,  hl ,  ht ,  . . .  ,  /;„  ,*,-,*,,...,  /-„) , 

e  suppongasi  sostituito  questo  valore  nell'equazione  (7).  La  equazione  identica  risul- 
tante derivata  parzialmente  rispetto  a  ciascuna  delle  costanti  darà  2  n  equazioni  ;  si  mol- 
tiplichino queste  ordinatamente  per  pt  ,  p2,  .  .  .  ,  pr  ,  qt  ,  q2,  .  . .  ,  qn  e,  posto 

dy    ,        dy  .    dy     ,        dy 

p>db+q>dk=tt»    •••'   '-5t  +  *-dt  =  "-' 

sommando  la  prima  e  la  (»  -j-  i)«iml,  la  seconda  e  la  (ti -f- 2)"'"" ,  e  cosi  di  seguito, 
si  avranno  «  equazioni  della  forma  : 

(8)X<r«^-(X^»(r)'+(P-M»)"-  *••+(-  o-QX^r^0» 

nella  quale 


a  A 

e  gli  accenti  all'esterno  delle  parentesi  indicano  derivate  rispetto  ad  x.  I  coefficienti 
Ao0,  Aox,  ...  sono  i  valori  delle  quantità  F"(j),  F" (y,  )>'),  ...  corrispondenti  al 
valore  di  y  che  soddisfa  la  (7). 

Ciò  posto,  rammentiamo  che  il  valore  della  y  funzione  di  x,  che  soddisfa  alla  (7), 
corrisponderà  ad  un  massimo  ovvero  ad  un  minimo  della  primitiva  proposta,  secondo 
che  riescirà  negativa  o  positiva  la  primitiva  della  espressione 


(9)  jyr,y«w, 


112  DEI  CRITERJ  PER   DISTINGUERE  I  MASSIMI  DAI  MINIMI  VALORI  DELLE  PRIMITIVE. 

nella  quale  le  r,  s  ed  i  coefficienti  Ar  s  hanno  i  valori  suddetti  ;  co  è  la  variazione  prima 

della  funzione   y  ed  (•j(rl  =   — -  . 
J  a  x 

La  espressione  (9)  riducesi  alla  forma  seguente  : 

(io)  (X  "'«-'•  6>(r',w<1,1)'+  X^w'r'w<"' 

nella  quale  le  r,  ,  st  assumono    i    valori  0,  1,  . . .  ,  n  —  1  ;  purché   sieno   soddisfatte 

(„  +  i)(«  4-0) 
le  - — ■ — — equazioni  seguenti  : 

ao  o  ~f~  aó  o  =  ^o  o  '  Ui  1  ~+~  a'i  1  "+"  2  7o  1  =  ^i  1  >      •  •  •  >     <*«,»  ==  ^..,.,  » 

e  la  primitiva  della  (9)  sarà  identica  a  quella  della 

(11)  ^~flrsw,r,w,!). 

Si  osservi  che  i  coefficienti  dei  termini    componenti    quest'ultima    espressione   sono  in 

(«  +  i)0  +  2)           ,       ..            .                          »("+  0    • 
numero  - — ! — — — ! — —  ,  e  che  di  questi  un  numero  — - — ■ —  si  possono  ritenere 

arbitrarj,  essendo  tale  il  numero  delle  a        ai  t ,  . . .  La  espressione  (n),  allorquando 
pongasi 

(12)  ^_aoro>M  =  Ya,  ^ajra.w=ri3     ...,     ^  anr  to'"  =  Y„ , 

eguaglia  la 

w  Yo  _j_  w'  yt  -j-  tu"  Yx  +  •  •  •  -f-  ww  F  . 

Dalle  equazioni  (12),  osservando  alle  (9),  (io),  si  hanno  poi  facilmente  le  seguenti: 

Y  4,,yri  =  y0  +  (X  ao,r, wlr,))'  » 

^  4r6><"  =   Yt  4-  X  aor<  ««'.!  4-  (^  ai>rf  co"-»)'  , 

X^„_ifWw=  Fn.,+^N.Jr|tì,'.|+  (Xa"-«-'.  ""'')'' 

^  Anr  a>(r)  =  r,  4-  X  *„_  Vj  w,r-» . 

Derivando  rispetto  ad  x  una  volta  la  seconda  di  queste  equazioni,  due  volte  la  terza, 
tre   la    quarta   e   così   via,  quindi   aggiungendole    l'una   all'altra   con    opportuni    segni, 
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si  ha  : 

X<y"  -  (5>„y")'+  •••  +  (-  ob(2A'wT 

=  yo-y:+  ...+(-o-r«. 

Ma  il  primo  membro  di  questa  equazione  annullasi,  attesa  la  equazione  (8),  allorquando 
si  ponga  in  esso  ciascuna  delle  ui,  u2 ,  . . .  ,  uti  in  luogo  della  co  ;  per  cui  si  avrà  : 


(13) 
per 


y0  —  Y[  +  f;  -  •  •  •  +  (-  1)"  y{;]  =  0 


Ognuna  delle  Yo ,  Fx ,  . . .  ,  Yn  contiene  «  -f-  1  coefficienti,  ma  nella  Yi  trovasi  un 
coefficiente  che  esiste  già  nella  Ya  ;  nella  Y2  due  coefficienti,  l'uno  dei  quali  trovasi 
nella  Y0 ,  l'altro  nella  Yi  ;  e  così  di  seguito.  Dispongasi  di  n  dei  coefficienti  della 
Y0 ,  cioè  di  tutti  i  coefficienti  meno  1'  a0  n  che  trovasi  nella  Yn  ;  di  n  —  1  coefficienti 
della  Yt  ,  cioè  di  tutti  i  coefficienti  meno  1'  a0 1  che  trovasi  nella  Y0 ,  e  1'  at  n  che  esi- 
ste nella  Yn  ;  di  n  —  2  coefficienti  di  F, ,  ossia  di  tutti  i  coefficienti  meno  i  due  che 
trovansi  nelle  Yo ,  Yt  e  dell'  a2  n  che  si  rinviene  nella  Yn  ;  così  di  n  —  3  coefficienti 
della  Y}  e  finalmente  di  un  coefficiente  della  Yn_t  per  rendere  soddisfatte,  qualunque 
sia  co,  le  equazioni  : 

Y0  =  o  ,     Yl  =  0  ,     Y2  =  o  ,     .  .  .  ,     F,_,  =  o  . 

In  questo  modo  vengono  determinati  gli  — - — — — -  coefficienti  arbitrar]',  e  per  la  (13) 
sussisteranno  le 

Y0  =  o  ,         F,  =  o  ,         F2  =  o  ,  . . .  ,   F_,  =  o  ,         F„  =  o 

pei  valori  ul ,  u2,  . . .  ,  un  di  co.  La   Fr  =  o  fornisce  quindi  le  n  equazioni  : 

ar0 ui  -\-  ar/l u\  -\-  ar2 u'[  -f-  •  •  •  -j-  aT n m'"1  :=  o  , 

ar,o  U2   ~f~    ar,l  U'l   "f"   ar  2  U"   4"     "  "  "     "T"    flr  „  "a"'    ==    °  > 


flr,o  W«   4"  ar,i  U'u  H~  rtr,2  *■   +    *  "  "    4"  *„  "l"'   =   °  > 

dalle  quali,  ponendo 


d,  =  c-  ir 


u 

u\  . 

. .  »<;-" 

tt(^.)  _ 

..  u 

H, 

u\  . 

. .  uz!~l) 

M^1'    . 

..    U 

un 

u'n  . 

■  »L'_,i 

«iJ+I) . 

..    U 
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"1       ". 
H,       II' 


II,       II,    .  .  .    Il 


si  avrà  in  generale  : 

(14) 

e  quindi  anche  : 

(15) 


Ds 

A 
A 


il  quale  valore  sostituito  nella  antecedente  dà  : 

D.D. 


a.=  A. 


\: 


espressione  generale  dei  coefficienti  della  (11). 

Ora  si  osservi  che  le  (14),  (15)  danno  evidentemente 


ed  anche 


dunque  pel  Lemma   i°  la  espressione  (11)  si  muterà  nella 


7-(I^)'. 


e  quindi  il  segno  della  primitiva  della  (11)  medesima  dipenderà  da  quello  di  Ann. 

Volendosi  ricercare  le  formole  analoghe  alle  superiori  allorquando  si  considerino 
primitive  semplici  di  funzioni  composte  di  più  funzioni,  oppure  primitive  multiple,  con- 
verrà al  Lemma  i°  sostituire  la  seguente  proposizione,  la  quale  comprende  il  Lemma 
medesimo. 

Una  espressione  della  forma 

\  ar  s  xr  xt 

sarà  positiva,  allorquando  fra  i  coefficienti  di  essa  abbiano  luogo  le  relazioni  : 

(16)  an>n>  0,     £>„_,,„_,  Xo,     A,_2,„_2Xo,  •••>  £>,,,  ^0,  ...,     £>0,0Xo; 
e  sarà  negativa,  allorquando  sieno  : 

(17)  an>n<o,    D„_,„_,Xo,    Dn_2i„_2Zzo,...,{-iy-'DrjZzo,  ...,(- i)"D0j0^o, 
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indicando  con  D, .  il  determinante 


Si  consideri  ora  la  primitiva  semplice  di  una  funzione  composta  di  due  funzioni 
e  delle  loro  derivate  fino  alle  n"™'.  Si  otterranno  due  equazioni  analoghe  alla  (8), 
ossia  : 

^B^:!   +   Y  Cr,o"'.n    -    (X5-1'"'    +  X  ^'  ""T"1 

•••+(-o"(X5-^,+Xc-tt«)(")=o' 


(18) 


nelle  quali  la  m  può  assumere  i  valori  i ,  2,  3,  . . . ,  2  n  e  le  »,  ,  11 2 ,  . . . ,  uM ,  v t ,  v2 ,  . . . ,  v2n 
sono  formate  colle  derivate  parziali  delle  funzioni  componenti  y,  ^  rispetto  alle  co- 
stanti arbitrarie  e  con  quantità  indeterminate.  I  coefficienti  A00 ,  . . . ,  B00 ,  . . . ,  C00 ,  . . . 
sono  i  valori  delle  F"(v),  ...,  F"(0>  •••>  F"(j>  0>  •••  corrispondenti  a  quei  valori 
di  y,  ^  che  rendono  massima  o  minima  la  primitiva  proposta.  Si  avranno  quindi  le 

ATl  =  Aìr ,        Brs  =  Btr . 

Questi  valori  delle  y,  £  corrisponderanno  ad  un  massimo  o  ad  un  minimo,  secondo 
che  sarà  negativa  o  positiva  la  primitiva  della 


(19) 


y  Ars  „m  Bw  _j_  ^  Bi  ei"  e(s'  +  2  2]  cw«w  6<s,> 


nella  quale  w,  9  sono  le  variazioni  prime  di  y  e  di  ;(. 
La  (19)  può  ridursi  alla 

(20)  ^~  ar>J  w,r)  w(s)  -)-  ^T  tr  s  ew  e(j)  +  2  2|  <-,,, 9(r)  co(!) , 

ed  un  numero  n(2n-\- 1)  coefficienti  di  questa  ponno  ritenersi  come  arbitrar j.  Ponendo 
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per  brevità  : 

^_a0iyr)  +  ]>\,r&(r'  =  y0,  ... ,  2\yrl  +  X^6'r)  =  Y» > 

dimostrasi  facilmente  che  per  le  equazioni  (18)  sussistono  le  due  seguenti: 
Yo-  Y[-)-Y"3-  ■■•  -\-  (-  i)n  r-"  =  o , 

zo  —  z;  +  z;'  -  ■  •  •  +  (—  0"  z;1  =  o , 

per  w  =  », ,  «2 ,  . . .  ,  »„  e  per  6  =  vt ,  v% ,  . .. ,  v2n . 

Determinando  gli  w(2h-}~  i)  coefficienti  arbitrar)'  in  modo  che  abbiano  luogo  le 

(21)  Y0  =  o,  ...,  Yn_t  =  o,        Z0  =  o,  ...,  Z„_,  =  o 

qualunque  sieno  w,  6  ;  sussisteranno  simultaneamente  pei  valori  suddetti  di  w  e  di  6  le 
Y0  =  o ,  F,  =  o ,  . . . ,  F„  =  o ,        Z0 -=  o ,.  Z,  =.o ,  . . . ,  Zn  =  o . 

Da  queste  si  hanno  i  valori  di  tutti  i  coefficienti.  Posto 


A  = 


H  =  b'J 


di 

'   a<' 
aA 


+  « 


+  —  +«2 


..I    ^  A 


d«': 


r  =  « 


aA 


5A 


'  a^» 


di''; 


ar. 


a<: 


+  < 
+  «2 


,  ^ 


a  «g 

aA 


a<„»  ' 
_a_A_ 


DEI  CRITERJ  PER  DISTINGUERE  I  MASSIMI  DAI  MINIMI  VALORI  DELLE  PRIMITIVE.         Iiy 

si  hanno  dapprima  : 

Da  queste  si  ottengono  i  valori  delle  anr ,  cnr ,  b     ,  cTn ,  i  quali,  sostituiti  nelle  me- 
desime, danno  i  valori  generali  richiesti  : 

,     H  H    ,    _     KKS    .     _      KH,  +  KHr 
••"     A2     n      "•"     A2      '      "'"  A2  ' 

T  T  U  U  T  U  -\-  T  U 

"•"      A2        '        "'"      A2       n        "'"  A2 

.     TrHs  UrKs    .    r      KsTr  +  HsUr 

Osserviamo  che  questi  valori  soddisfano  alle 

(a2  „  —  a     a    )  (e2    —  anjM  tt  s)  =  (an  n  cr    —  ar  n  cn  s)2, 

(Cn,r  an,n  K.J)  (pi  ,    "„  ^,  j)    =    (a„  „  ^,  ,   C„  r  C«  ;)*> 


•cioè  ai  determinanti  delle  espressioni  quadratiche  ternarie  fornite  dalla  (20)  ;  quindi, 
per  la  proposizione  enunciata  più  addietro,  il  segno  della  (20)  medesima  dipende  da 
quello  di  A      e  da  quello  di  AnnBnn  —  C„2„;  cioè  sarà  positiva,  allorquando  sia: 

Ann  >  o  ,        Ann  Bnn  —  C2  „  >  o  ; 
e  negativa,  se  risulti  : 

Ax>n  <  0 ,        Ann Bnn  —  C2 „  >  o . 

Il  modo  col  quale  vennero  trovate  le  formole  superiori  estendesi  facilmente  alla  ricerca 
delle  formole  analoghe  nel  caso  di  un  maggior  numero  di  funzioni  componenti,  ed  in 
quello  delle  primitive  multiple.  Converrà  perù  osservare  che,  allorquando  le  derivate  d'or- 
dine più  alto  delle  funzioni  componenti,  o  le  derivate  parziali  dell'ordine  più  alto,  non 
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siano  del  medesimo  ordine,  diminuirà  il  numero  dei  coefficienti  arbitrarj  contenuti  nelle 
equazioni  analoghe  alle  (21),  ma  insieme  diminuirà,  o  si  potrà  diminuire,  anche  il  nu- 
mero delle  costanti  arbitrarie  introdotte  dall'integrazione  e  quindi  il  numero  delle 
ui  ,  n2 ,  . . .  ,  vt  ,  V2,  .... 

[Tn.]. 


cui. 

PREFAZIONE  AD  UNA  MEMORIA  DI  G.  PIOLA  *)• 


Memorie  dell'Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed  artir  serie  I,   volume  III  (1852),  pp. 


L'idraulica  razionale  o  la  determinazione  analitica  delle  leggi  del  movimento  dei 
fluidi,  sebbene  abbia  formato  soggetto  alle  speculazioni  di  molti  e  distinti  geometri,  è 
tuttora  avvolta  in  gravissime  difficoltà.  E,  ciò  che  senza  dubbio  può  dirsi  strano,  trat- 
tandosi di  una  scienza  che  appartiene  alle  esatte,  la  maggior  parte  delle  Memorie  d'i- 
draulica che  videro  la  luce  in  questi  ultimi  tempi,  contengono  semplici  osservazioni  cri- 
tiche intorno  a  lavori  già  esistenti,  fonti  di  lunghe  polemiche  le  quali  poco  contribui- 
rono all'avanzamento  della  scienza.  Donde  tali  discordanze  di  risultamenti  e  di  opinioni? 
Forse  che  le  equazioni  fondamentali  comunemente  accettate  non  sieno  sufficienti  alla 
spiegazione  dei  fenomeni,  come  alcuni  pretendono  ?  O  forse  che  lo  studio  delle  teorie 
idrauliche  non  debbasi  disgiungere  da  quello  dell'idraulica  sperimentale,  come  si  fece 
sino  ad  ora  ;  anzi  debbano  l'esperienza  e  l'osservazione  fornire  i  mezzi  principali  e  ser- 
vire di  guida  alle  ricerche  astratte? 

Io  non  entrerò  a  prendere  ad  esame  queste  gravi  quistioni;  ma,  incaricato  della 
pubblicazione  d'una  Memoria  postuma  intorno  al  moto  dei  liquidi  nei  canali  e  nei  fiu- 
mi, dovuta  all'insigne  matematico  Gabrio  Piola,  di  cui  le  scienze  risentono  la  prema- 
tura morte,  mi  limiterò  a  farla  precedere  da  un  breve  sunto  storico  intorno  a  quelle 
parti  dell'idraulica,  le  quali  il  Piola  avea  già  fatto  scopo  di  propri  studj,  e  di  altre  Me- 


*)  Ulteriori  considerazioni  sul  moto  dell'acqua  in  vasi,  canali  e  fiumi.  Memoria  postuma  di  Gabrio 
Piola,  pubblicata  per  cura  del  Prof.  Francesco  Brioschi  [Memorie  dell'Istituto  Lombardo,  t.  Ili  (1852), 
pp.  299-367]. 
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morie  stampate,  e  ciò  nell'intento  di  classificare  i  lavori  di  lui  nella  storia  di  questa 
importante  parte  della  fisica  matematica.  Le  Memorie  idrauliche  del  Piola  vertono  in- 
torno al  moto  dei  liquidi,  comunemente  denominato  a  due  ed  a  tre  coordinate  ;  intorno 
questo  ramo  dell'idrodinamica  s'aggireranno  le  seguenti  ricerche  storiche. 

La  trattazione  speciale  del  problema  del  moto  di  liquidi  in  un  piano  è  dovuta  al 
d' Alembert,  mentre  teniamo  da  lui  la  integrazione  della  equazione  alle  derivate  par- 
ziali del  secondo  ordine  col  mezzo  di  due  funzioni  arbitrarie.  Le  formole  fondamentali 
da  esso  date  comparirono  dapprima  nell'opera  Essai  d'une  nouvclk  tbéorie  de  la  résistance 
des  fiuides  *),  poi  nei  tomi  primo  e  quinto  dei  celebri  Opuscuìes  matbématiques  **).  Ma, 
quasi  contemporaneamente,  anzi  prima  che  vedessero  la  luce  gli  Opuscoli  del  d' Alembert, 
nella  solenne  Memoria  Principes  giniraux  sur  le  mouvemenl  des  fiuides  ***),  Eulero  avea 
applicate  le  formole  generali  poste  dal  d'ALEMBERT,  e  da  lui  ottenute  di  nuovo  con  mag- 
giore generalità  e  semplicità,  al  caso  del  moto  a  due  coordinate,  lasciando  però  quella 
sua  analisi  senza  esempio,  e  senza  mezzo  di  verificazione  alcune  sue  asserzioni.  È  in  essa 
Memoria  che,  per  la  prima  volta,  si  riscontrano  le  due  proprietà  delle  trajettorie  descritte 
dalle  molecole  fluide  nel  loro  movimento;  cioè  che  le  equazioni  delle  trajettorie  non 
ponno  differire  fra  loro  se  non  pel  mutato  valore  di  una  costante,  la  quale  è  bensì 
costante  per  tutta  una  trajettoria  ;  e  che  le  equazioni  delle  pareti  del  vaso  in  cui  il  fluido 
si  muove  ponno  essere  ambedue  date  ad  arbitrio,  purché  anch'esse  si  possano  dedurre 
cambiando  il  valore  ad  una  costante,  dalla  equazione  generale  di  tutte  le  trajettorie. 
Queste  proprietà  formarono  più  tardi  soggetto  a  molte  discussioni;  anzi  lo  stesso  d'A- 
LEMBERT nega  l'esistenza  della  seconda  di  esse,  allorquando  nel  tomo  I  dei  suoi  Opu- 
scuìes (pag.  140),  dopo  aver  assegnate  le  forme  alle  quali  devonsi  ridurre  le  equazioni 
dalle  pareti  affinchè  rendasi  possibile  la  ricerca  delle  leggi  del  moto  del  fluido,  asserisce 
che  altrimenti  il  problema  non  può  essere  risoluto  analiticamente  e  rigorosamente,  quan- 
tunque un  grande  geometra  abbia  preteso  che  poteva  sempre  esserlo. 

Di  Eulero  esiste  un'altra  Memoria  ****)  sullo  stesso  argomento  meno  conosciuta 
della  superiore;  in  essa  tratta  il  problema  del  moto  permanente  dell'acqua  nei  canali 
a  superficie  libera,  supposto  che  il  movimento  avvenga  in  piani  verticali,  e  giunge  alla 
determinazione  del  valore  della  pressione  in  un  punto  qualunque  della  massa  fluida  in 
moto,  valore  identico  a  quello  che  venne  dato  di  poi  dal  signor  Piola  nel  Capo  II  della 
sua  Memoria  :  Nuove  ricerche  per  una  risoluzione  più  rigorosa  di  vari  problemi  sul  moto 


*)  [Paris,  1752J. 

*')  [Paris,  1761-80,  in  8  volumi]. 

"*)  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1755. 

****)  Recherches  sur  le  mouvemcnt  des  rivières  [Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1760]. 
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dell'acqua  *).  Notisi  che  la  ipotesi  ammessa  dalPEuLERO,  in  quelle  sue  ricerche,  fa 
capo  a  quella  del  moto  per  filetti,  come  la  chiamò  il  signor  Cauchy  in  una  sua  Memo- 
ria **),  e  consiste  nel  supporre  che  il  movimento  avvenga  in  modo  che  due  molecole 
non  possano  occupare  successivamente  la  stessa  posizione  senza  descrivere  la  medesima 
curva;  la  quale  ipotesi  trovasi  anche  accennata  in  vari  luoghi  nell'opera  del  d'ALEMBERT. 
Devesi  al  professore  Tardy  ***)  l'aver  dimostrato  come  essa  conduca  alle  formole 
generali  trovate  dal  Piola  pel  moto  a  due  ed  a  tre  coordinate. 

Nel  1766  veniva  pubblicato  il  terzo  volume  dei  Miscellanea  Taurinensia  e  facea 
parte  di  esso  la  tanto  nota  Memoria  di  Lagrange:  Solution  de  différents  Problèmes  decalcai 
integrai  ****).  In  quella  Memoria,  quale  applicazione  di  un  metodo  per  la  determinazione 
della  forma  di  una  funzione  avente  una  data  proprietà,  consacra  un  capitolo  alle  Solu- 
tions de  quelques  problèmes  sur  le  mouvement  des  fluiJes  f),  ed  ivi  discute  il  caso  del 
movimento  dell'acqua  in  un  piano,  essendo  il  moto  simmetrico  attorno  ad  una  retta,  e 
porta  l'esempio  delle  pareti  rettilinee  ;  quindi  suppone  il  moto  qualsiasi  e  le  pareti  retti- 
linee ed  inclinate  ;  e  finalmente  tratta  il  caso  delle  pareti  rettilinee  e  parallele.  Le  forme 
per  le  funzioni  arbitrarie,  introdotte  dalla  integrazione  della  nota  equazione  alle  derivate 
del  secondo  ordine  trovate  dal  Lagrange  col  proprio  metodo,  sono  più  generali  di  quelle 
date  in  seguito  dal  Venturoli  e  dal  Tadini  ;  queste  ponno  però  ridursi  alle  prime 
quando  si  abbia  riguardo,  come  ha  dimostrato  il  signor  Tardy,  alle  funzioni  complemen- 
tarie  introdotte  dalle  integrazioni  di  equazioni  alle  differenze  finite.  I  risultamenti  otte- 
nuti dal  Lagrange  furono  poi  verificati  in  altro  modo  dal  d'ALEMBERT,  come  scorgesi 
dalla  terza  delle  lettere  da  lui  dirette  al  Lagrange  medesimo  e  stampate  alla  fine  di 
quel  volume  terzo. 

Al  Laplace  ff)  ed  al  Monge  -j-ft)  devonsi  le  prime  ricerche  intorno  alla  deter- 
minazione delle  funzioni  arbitrarie  col  mezzo  delle  equazioni  alle  differenze  finite,  allor- 
quando siano  note  alcune  condizioni  particolari  del  fenomeno  rappresentato  colle  equa- 


•)  Memorie  dell'Istituto  Lombardo,  t.  I  (1840-42),  pp.  217-3 n. 

**)  Sur  une  espia  partìculièrc  de  mouvement  des  fluida  [Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
Cahier  XIX,  t.  XII  (1823),  pp.  204-214]. 

'**)  Sopra  alcuni  punti  della  teoria  del  moto  dei  liquidi.  Firenze,  1847. 

***')  Miscellanea  Taurinensia,  t.  III,  parte  II,  pp.  179-380. 

f)  Miscellanea  Taurinensia,  t.  Ili,  parte  II,  pag.  205. 

jf)  Recherches  sur  l'integration  des  èquations  différentielles  aux  différences  finies  [Mémoires  de 
Mathématique  et  de  Physique  présentés  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  par  divers  Savans,  t.  VII 
(1773).  PP-  37-163]. 

ftt)  Mèmoire  sur  la  dètermination  des  fonctions  arbitraires  dans  Ics  intègrales  de  quelques  èquations 
aux  différences  partielles  [Miscellanea  Taurinensia,  t.  V,  parte  II  (1773),  pp.  16-78,  79-122;  v.  anche: 
Mémoires  de  Mathématique  et  de  Physique  présentés  etc,  t.  VII  (1773),  pp.  267-300,  305-327]. 
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zioni  alle  derivate  parziali;  alcune  più  recenti  dell'ABEL  *)  non  sono  che  ripetizioni 
di  quelle,  poste  sotto  più  eleganti  forme.  I  noti  metodi  di  quei  distinti  geometri,  ora 
quasi  interamente  abbandonati,  valgono  a  raggiungere  lo  scopo  in  varie  questioni;  ma 
giova  il  riflettere  che  ogni  qualvolta  le  condizioni  particolari  conosciute  saranno  tutte 
necessarie  per  la  ricerca  della  equazione  alle  differenze  finite,  le  forme  che  ne  risulte- 
ranno per  le  funzioni  arbitrarie  non  saranno  le  generali,  mentre  non  deduconsi  dagli 
integrali  completi  di  quelle  equazioni  e  non  si  avrebbero  altre  condizioni  disponibili 
alla  determinazione  delle  forme  delle  funzioni  complementarie  che  dovrebbero  introdursi, 
onde  rendere  completi  gl'integrali  medesimi.  Ciò  appunto  accade  nei  problemi  d'idrau- 
Lca  ;  talché,  come  fece  anche  osservare  il  signor  Tardy,  fino  a  tanto  che  non  vengano 
imposte  nuove  condizioni,  le  formole  ottenute  debbono  piuttosto  riguardarsi  come  tra- 
sformazioni analitiche,  che,  togliendo  l'arbitrarietà  in  una  parte  per  soddisfare  a  talune 
condizioni,  la  riportano  sopra  un'altra.  In  questa  sua  Memoria  il  Laplace  tratta  a  modo 
d'esempio  e  come  problema  puramente  analitico  il  moto  simmetrico  attorno  ad  un  asse 
di  un  velo  fluido  contenuto  da  parete  retdlinea  e  nella  espressione  da  lui  data  per  la 
funzione  arbitraria  si  rinviene  appunto  la  funzione  complementaria  introdotta  dalla  in- 
tegrazione eseguita  sopra  la  equazione  alle  diflerenze  finite.  Lagraxge  nella  sua  Me- 
moria Sur  la  Ibe'orie  du  mouvement  des  fluides,  inserita  fra  quelle  dell'Accademia  di 
Berlino  per  l'anno  1781,  la  quale,  rifusa,  compone  la  Sezione  XI  della  parte  seconda 
della  Mécanique  analytique,  col  mezzo  di  nuove  considerazioni  ritrova  le  formole  ge- 
nerali del  movimento,  ed  ammessa  la  integrabilità  del  noto  trinomio  differenziale  delle  ve- 
locità, supposta  infinitamente  piccola  una  delle  dimensioni  della  massa  fluida  al  confronto 
delle  altre  due,  applica  le  formole  medesime  al  caso  del  movimento  del  fluido  in  un 
recipiente  stretto  e  quasi  verticale,  ed  a  quello  del  moto  del  fluido  in  un  canale  poco 
profondo  e  quasi  orizzontale.  Dai  risultamenti  ottenuti  in  queste  ricerche  ne  trassero  i 
geometri  grande  vantaggio  per  ulteriori  indagini. 

Intorno  la  teoria  del  moto  dell'acqua  in  un  piano  scrisse  Domenico  Cocoli  in 
una  sua  dissertazione  **)  coronata  dalla  Reale  Accademia  di  Mantova.  Nella  prima 
parte  di  questo  lavoro,  trovate  le  formole  generali  pel  moto  dei  fluidi,  le  applica  al 
caso  che  le  molecole  fluide  si  muovano  in  un  piano,  ammessa  la  integrabilità  dei 
binomj  differenziali  delle  forze  e  delle  velocità.  In  questo  modo  arriva  a  determi- 
nare i  valori  delle  velocità  e  la  equazione  delle  trajettorie  descritte  dalle  molecole 
fluide,  valori  ed  equazione  contenenti  due  funzioni  arbitrarie;  ne  ritrae   che    la   equa- 


*)  Dclermination  d'une  fondiari  au  tnoyen  d'une  équation  qui  ne  contient  qu'um  seule  variable,  CEu- 
vres  complètes  ;  Ed.  Holmboe,  (Christiania,  1839),  t.  II,  pp.  246-248. 

**)  Cocoli,  Dissertazione  sopra  il  quesito:  stabilire  la  vera  teoria  delle  acque  uscenti  da  fori  aperti  ne' 
vasi,  e  mostrare  in  quali  circostante  possa  ella  applicarsi  alle  acque  correnti  negli  alvei  naturali.  Brescia,  1783. 
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zione  della  curva  del  vaso  deve  avere  la  forma  dell'equazione  della  curva  descritta  da 
una  delle  molecole  fluide;  ed  osserva  finalmente  dover  sussistere  analogia  fra  le  fun- 
zioni arbitrarie  suddette  e  quelle  che  esprimono  la  natura  della  curvatura  del  vaso.  Le 
difficoltà  che  l'autore  incontra  nel  rintracciare  queste  analogie  lo  determinano  ad  ab- 
bandonare i  fatti  tentativi,  ed  a  trattare  il  moto  dell'acqua  uscente  dai  fori  aperti  in 
fondo  ai  vasi  e  negli  alvei  naturali  facendo  uso  dell'ipotesi  del  moto  lineare. 

Le  difficolti  incontrate  dal  Cocoli  vennero  superate  dal  Venturoli,  il  quale  in 
una  appendice  alla  seconda  edizione  degli  Elementi  di  Meccanica  ed  Idraulica  *)  riprese 
di  bel  nuovo  il  problema  del  moto  di  un  velo  d'acqua.  Ritenuti  integrabili  i  binomi 
differenziali  delle  forze  e  delle  velocità,  giunse  il  professore  Venturoli  alla  nota  equa- 
zione alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine,  della  quale  assume  l'integrale  e  pervie- 
ne, col  mezzo  di  una  equazione  alle  differenze  finite  del  primo  ordine  ed  a  coefficienti 
variabili,  alla  determinazione  delle  funzioni  arbitrarie,  giovandosi  delle  equazioni  delle 
pareti  tra  le  quali  suppone  scorra  il  fluido.  Applica  quindi  le  formole  ottenute  al  caso 
delle  pareti  rettilinee,  e  giunge  ai  due  noti  teoremi  :  dover  essere  rettilinee  tutte  le  traiet- 
torie, dover  essere  la  velocità  in  un  punto  qualunque  di  ciascuna  trajettoria  inversa- 
mente proporzionale  alla  distanza  di  esso  dal  punto  d'incontro  delle  rette  entro  cui 
supponesi  raccolto  il  velo  fluido. 

Il  problema  del  moto  dell'acqua  a  due  coordinate  venne  poco  dopo  il  Venturoli 
trattato  dal  Tadini  nella  Memoria  che  ha  per  titolo  Del  movimento  e  della  misura  delle 
acque  correnti  **).  Opina  il  signor  Tadini  non  essere  completo  l'integrale  dato  comune- 
mente col  mezzo  di  due  funzioni  arbitrarie  della  nota  equazione  binomia  alle  derivate 
del  secondo  ordine;  giacché,  come  egli  dice,  dovendo  i  valori  delle  velocità  essere  reali, 
dovrebbero  quelle  funzioni  avere  la  medesima  forma.  Quindi  all'integrale  ordinario  ne 
sostituisce  un  altro  che  contiene  quattro  funzioni  arbitrarie,  le  quali  poi  pel  caso  parti- 
colare del  moto  dei  fluidi,  cioè  per  la  realtà  dei  valori  delle  velocità,  riduconsi  a  due.  Al- 
l'erroneo ragionamento  del  Tadini,  il  quale  trovavasi  già  in  vari  luoghi  del  tomo  quinto 
degli  Opuscoli  del  d'ALEMBERT,  accennò  il  professore  Plana  ***)  in  alcune  riflessioni 
intorno  l'opera  suddetta  del  Tadini,  dimostrando  non  essere  d'uopo  abbiano  forma  e- 
guale  le  due  funzioni  arbitrarie  perchè  risultino  reali  i  valori  delle  velocità,  e  come  al- 
trimenti si  possa  soddisfare  a  quella  condizione,  arrivando  alla  medesima  espressione  alla 
quale  perviene  il  Tadini  partendo  dal  primo  integrale  con   quattro  funzioni  arbitrarie. 


*)  [Bologna,  1809-1810,  in  tre  volumi]. 

**)  Nuova    raccolta    d'autori   italiani   che    trattano   del  moto   dell'acque,    t.    II,    Bologna   (1824), 
pp.  139-300. 

***)  Biblioteca  Italiana,  t.  Ili  (1816),  pp.  466-485. 
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La  osservazione  del  professore  Plana,  ripetuta  più  tardi  dal  professore  Padula  *), 
trovavasi  già  nella  prima  delle  citate  Memorie  dell'EuLERO  ed  in  una  di  Lagrange  **). 
Perù  il  signor  San  Martino,  forse  non  conoscendo  i  lavori  dell'EuLERO  e  del  Plana, 
nella  sua  Memoria  sulla  portala  dei  fiumi  ***)  ritiene  ancora  eguali  le  forme  delle  funzioni 
arbitrarie  a  motivo  della  circostanza  fisica  del  problema  f);  quindi  sviluppate  quelle 
funzioni  secondo  il  teorema  di  Taylor,  scompajono  i  termini  contenenti  l'immaginario, 
perchè  eguali  e  di  segno  contrario,  e  si  ottiene  l'integrale  per  mezzo  di  una  serie  conte- 
nente una  sola  funzione  arbitraria.  Questa  espressione  è  dal  professore  San  Martino  ri- 
tenuta quale  integrale  completo  dell'equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine,  ap- 
poggiandosi forse  a  quanto  scrisse  Poisson  nella  The'orie  mathématique  de  la  chaìeur  j-)  : 
«  quand  l'intégrale  complète  d'une  équation  aux  difìérences  partielles  de  l'ordre  n  est 
«  exprimée  par  des  séries,  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  peut  s'abaisser  au  des- 
«  so us  de  ti  ». 

Il  Tadini  nell'opera  succitata  discute  anche  il  caso  del  moto  fra  pareti  rettilinee  e 
le  formole  a  cui  giunge,  ridimostrate  poi  dal  professore  Plana  nelle  accennate  rifles- 
sioni con  maggiore  speditezza  ed  eleganza,  coincidono  con  quelle  trovate  dal  Venturoli, 
come  addimostra  il  Venturoli  medesimo  nella  terza  edizione  degli  Elementi  di  Meccanica 
ed  Idraulica  777).  Finalmente  nell'annotazione  V  all'opera  stessa  vengono  esposte  dal 
Tadini  alcune  osservazioni  per  la  trattazione  del  problema,  supposto  che  il  fluido 
scorra  fra  pareti  curvilinee. 

Devesi  al  professore  Venturoli  l'avere  applicate  le  formole  generali  pel  moto  dei 
fluidi  poste  da  Eulero  e  da  Lagrange  senza  trascurare  alcuna  dimensione.  Egli,  nelle 
Ricerche  geometriche  ed  idrometriche  fatte  nella  Scuola  degli  Ingegneri  Pontificj  per  l'an- 
no 1821,  prese  a  trattare  il  caso  dell'efflusso  dai  vasi  conici.  Ammessi  i  trinomj  delle 
forze  e  delle  velocità  differenziali  esatti,  si  vale  della  permanenza  delle  molecole  fluide 
alla  superfìcie  del  vaso  in  cui  il  fluido  è  contenuto  per  de:erminare  la  equazione  della  traiet- 
toria ed  i  valori  della  velocità  e  della  pressione.  Con  questo  mezzo  giunge,  dopo  brevi 
calcoli,  a  trovare  le  leggi  di  quel  movimento  ;  esse  si  ponno  ridurre  alle  due  seguenti  : 
i°  tutte  le  particelle  dell'acqua  contenuta  nel  vaso  conico  discendono  per  linee  conver- 
genti al  vertice  del  cono  ;  2°  per  un  medesimo  istante  di  tempo  tutte  le  molecole  col- 


*)  Sull'ordinarie  equazioni  generali  relative  al  moto  de'  liquidi  [Atti  degli  scienziati  italiani,  184J, 
pp.   1019-1020]. 

")   Sur  la  construction  des   Cortes  Géographiques  [Mémoires  de  ì'Académie  de  Berlin,  1779]. 

***)  [Catania,  1841]. 

•j-)  La  medesima  osservazione  trovasi  nel  trattato  d'Idraulica  del  sig.  \Vebster:  The  Tbeory 
of  the  Equilibrium  and  Matto»  of  Fluids,  Cambridge,   1836,  pag.   144. 

fj)  [Paris,   1835-37;  ra  due  volumi]. 

Iti)  [Milano,  18 17;  in  due  volumi]. 
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locate  in  una  superficie  sferica  avente  il  centro,  che  coincide  col  vertice  del  cono,  si 
muovono  con  eguale  velocità,  e  le  velocità  di  due  molecole  situate  in  due  differenti 
superficie  sferiche  son  reciprocamente  proporzionali  ai  quadrati  dei  raggi  di  esse  super- 
ficie. Tali  semplicissimi  risultati  vennero  confermati  in  seguito  dal  Piola,  discussi  e 
confutati  dal  Brighenti,  dal  Turazza,  dal  Bellavitis. 

Dietro  le  traccie  del  professore  Venturoli  e  quasi  a  commento  dell'appendice  agli 
Elementi  di  Meccanica  citata  più  sopra,  il  signor  Piola,  nella  Memoria  suìl' 'applicatone 
dei  principi  della  Meccanica  Analitica  del  Lagraxge  ai  principali  problemi,  coronata 
nel  1824  dall'I.  R.  Istituto  delle  Scienze  di  Milano  *),  attenendosi  a  quanto  avevano 
insegnato  Laplace  e  Monge  intorno  alla  determinazione  delle  funzioni  arbitrarie,  fece 
scopo  all'applicazione  delle  sue  formole  il  problema  del  moto  fra  pareti  rettilinee,  con- 
fermando in  tal  modo  i  risultati  del  Vekturoli  ;  quindi  considerò  il  caso  delle  pareti 
curvilinee,  accennato  ma  non  trattato  di  proposito  dal  Vekturoli  e  dal  Tadini,  e  tentò 
discutere  ad  esempi  l'essere  la  curva  della  parete  la  iperbole  apolloniana  e  l'iperbole 
cubica  ;  tentativo  che  riesci  vano  nel  secondo  caso,  come  il  Piola  medesimo  dice  in 
una  delle  sue  Memorie  stampate  in  seguito. 

Se  non  che  volendo  applicare  le  soluzioni  ottenute  dal  Venturoli  e  dal  Tadini 
pel  moto  del  velo  d'acqua  fra  due  rette  al  moto  dell'acqua  nei  canali  ed  alle  misure 
delle  acque  correnti,  come  fece  il  Tadini  medesimo,  era  d'uopo  partire  dall'ipotesi  che 
la  superficie  del  pelo  dell'acqua  fosse  piana,  ipotesi  la  quale  contiene  dell'arbitrario, 
volendo  i  dati  del  problema  che  null'altro  si  verifichi  a  questa  superficie  che  la  con- 
dizione di  una  pressione  costante  in  tutti  i  punti.  Questo  appunto  vide  il  professore 
Mossotti,  ed  in  una  sua  Memoria  stampata  fra  quelle  della  Società  Italiana  **)  prese 
a  trattare  il  problema  del  moto  permanente  dell'acqua  in  un  canale  di  forma  paralle- 
lepipeda  rettangolare,  aperto  superiormente,  colle  sponde  verticali  e  col  fondo  inclinato 
di  poco  all'orizzonte  ;  colla  sola  condizione  che  la  superficie  del  pelo  si  disponga  in 
modo  che  la  pressione  sia  in  ogni  punto  costante  ed  eguale  a  quella  dell'atmosfera. 
Le  formole  da  cui  parte  il  Mossotti  sono  quelle  che  trovansi  nel  tomo  II,  sezione 
XI,  della  Meccanica  Analitica;  il  problema  è  sciolto  dapprima  nell'ipotesi  del  binomio 
differenziale  esatto,  e  quindi  in  un'aggiunta,  anche  prescindendo  da  tale  restrizione. 
Trovasi  che  la  linea  del  pelo  dell'acqua,  tanto  nell'un  caso  che  nell'altro,  è  una  curva 
del  terzo  ordine,  che  appartiene  alla  decimaterza  specie,  secondo  la  classificazione  del- 
I'Eulero,  la  quale  ha  quattro  rami  infiniti,  di  cui  due  aventi  per  assintoto  la  linea  stessa 
che  rappresenta  il  fondo,  e  due  una  retta  orizzontale;  risultato    che   venne   più   tardi 


*)  [Milano,  dali'imp.  regia  stamperia,  1825]. 

**)  Sul  moto  dell'acqua  nei  canali   [Memorie   di  matematica  e  di  fisica  della  Società  Italiana  delle 
Scienze,  t.  XIX   (1821),  pp.  616-658]. 
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impugnato  dal  professore  Bellavitis  *).  Dimostrasi  che  la  differenza  di  livello  del  pelo 
in  due  diverse  sezioni  è  uguale  alla  differenza  delle  altezze  dovute  alla  velocità  super- 
ficiale nelle  stesse  sezioni,  teorema  ridimostrato  in  seguito  dal  Piola  **);  e  che  la  dif- 
ferenza delle  altezze  dovute  alle  velocità  delle  molecole  poste  alla  superfìcie  o  sul  fondo 
è  costante  in  tutta  la  lunghezza  del  canale. 

A  questa  pregevole  Memoria  del  professore  Mossotti  tenne  dietro  alcuni  anni 
dopo  quella  dell'ingegnere  Bruschetti  ***).  Rammentate  le  formole  fondamentali  date 
da  Lagrange,  e  l'applicazione  fattane  dal  Mossotti  nel  lavoro  di  cui  dicemmo  poco 
sopra,  prende  il  Bruschetti  a  considerare  la  quistione  opposta  alla  trattata  dal  profes- 
sore Mossotti  ;  cioè  a  ricercare  gli  accidenti  del  moto  di  una  massa  d'acqua  corrente 
in  un  canale  di  fondo  sconosciuto  e  col  pelo  disposto  in  una  linea  data.  Supposta  la 
linea  del  pelo  coincidere  con  una  retta,  giunge  a  trovare  dover  essere  la  linea  del  fvndo 
una  linea  del  terzo  ordine  simmetrica  relativamente  al  pelo  dell'acqua,  della  quale  curva 
assegna  una  costruzione  geometrica. 

Il  problema  della  figura  del  pelo  dell'acqua  negli  alvei  di  uniforme  larghezza  venne 
poco  dopo  il  professore  Mossotti  risolto  anche  dal  Vexturoli  -),  tanto  nell'ipotesi 
del  moto  lineare,  quanto  in  quella  del  moto  a  due  coordinate.  Anzi  quest'ultitro  ri- 
dusse quella  ricerca  più  utile  alla  pratica,  tenendo  conto  delle  resistenze  uniformi  che 
presentansi  al  fluido  in  movimento  calcolate  secondo  la  formoli  di  Eytelweix  ;  ed  as- 
segnò una  curva  d'indole  logaritmica  quale  linea  del  pelo  dell'acqua. 

Il  secondo  esempio  di  ricerche  intorno  alle  leggi  del  movimento  di  una  massa 
fluida,  tenute  a  calcolo  le  tre  dimensioni,  trovasi  in  una  Memoria  del  signor  Giulio 
stampata  nel  1839  ff),  la  quale  ha  per  iscopo  lo  studio  delle  circostanze  che  accom- 
pagnano l'efflusso  dell'acqua  da  un  vaso  di  rotazione  generato  da  una  iperbole  cubica. 
Analogamente  a  quanto  fece  il  Vexturoli,  col  mezzo  della  nota  equazione  trinomiale 
alle  derivate  del  secondo  ordine,  la  quale  assume  insieme  a  due  altre  rappresentanti  la 
permanenza  delle  molecole  fluide  alla  superficie  del  vaso,  determina  la  forma  della  fun- 
zione da  cui  si  hanno  i  valori  per  le  componenti  della  velocità  e  per  la  pressione.  No- 
tiamo che  questi  valori  non  sono  già  tenuti  come  particolari  per  le  molecole  che  lambi- 


*)  Observationes  de  quibusdam  solulionibus  analyticis  problematum  ad  lìquidorum  molum  pertinen- 
tium   [Novi  Commentarii  Acad.  Scient.  Insàturi  Bononiensis,  voi.  Vili  (1846),  pp.  445-480]. 

**)  Nuove  ricerche  per  una  risoluzione  più  rigorosa  di  vari  problemi  sul  moto  dell'acqua  [Memorie 
dell'Istituto  Lombardo  di  Scienze  ecc.,  t.  I  (1840-42),  pp.  217-5  n]. 

***)  Sulla  nuova  teoria  del  moto  dell'acqua.  Milano,  Tip.  Bernardoni,  1829. 

■f-)  Ricerche  sulla  figura  del  pelo  d'acqua  negli  alvei  d'uniforme  largherà  fatte  nella  Scuola  degli 
Ingegneri  Pontifici  d'acque  e  strade  l'anno  1825. 

ff)  Di  un  caso  particolare  della  dottrina  dell'efflusso  dell'acqua  dai  vasi.  Torino,   1839. 
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scono  le  pareti,  ma  si  ritengono  dal  professore  Giulio  estendibili  a  tutte  le  altre  mole- 
cole; con  facili  calcoli  siamo  cosi  condotti  a  rintracciare  tutti  gli  accidenti  di  quell'efflusso. 

Il  professore  Turazza  nella  sua  Memoria  che  fa  parte  del  tomo  decimo  degli 
Annali  del  Regno  Lombardo-Veneto  *),  dopo  alcune  considerazioni  intorno  l'identità 
dei  risultati  ottenuti  dai  signori  Venturoli  e  Tadini  nelle  loro  ricerche  sul  moto 
dell'acqua  in  un  piano,  prende  ad  esaminare  la  risoluzione  del  problema  per  la  quale  si 
determina  l'efflusso  dell'acqua  dai  vasi  conici  data  dal  Venturoli.  Osserva  che  il  ri- 
sultato cui  giunge  il  Venturoli  non  è  conseguenza,  ma  assunto,  nella  soluzione  del 
problema,  mentre  i  valori  delle  componenti  della  velocità,  da  cui  parte  lo  stesso  autore, 
potranno  al  più  verificarsi  alle  pareti,  non  in  un  punto  qualunque  della  massa  liquida; 
ossa-v.izione  la  quale,  come  principio,  può  estendersi,  dietro  il  già  detto,  anche  alla  so- 
luzione data  dal  professore  Giulio.  Il  Turazza  tenta  in  seguito  risolvere  di  nuovo 
il  problema  nella  sua  generalità;  giovandosi  delle  coordinate  sferiche,  riduce  la  equa- 
zione trinomia  alle  derivate  del  secondo  ordine  alla  forma  datale  da  Laplace,  dietro  la 
cui  scorta  ottiene  l'integrale  mediante  due  serie  infinite  di  funzioni.  Le  formole  gene- 
rali applicate  al  caso  dell'efflusso  del  vaso  conico  ridanno  perù  i  risultati  del  Ventu- 
roli. Due  altri  argomenti  sono  scopo  alle  riflessioni  del  professore  Turazza  in  questa 
prima  Memoria;  cioè  l'applicazione  fatta  dal  professore  Maggi  nelle  sue  ricerche  sulle 
linee  di  stringimento  e  d'allargamento  al  moto  dell'acqua  nei  vasi  conici,  ed  al  moto 
di  un  velo  fluido  rinchiuso  da  due  rette  concorrenti  o  da  un  ramo  di  iperbole  apol- 
loniana  e  dal  suo  assintoto;  e  la  trattazione  del  problema  del  moto  dell'acqua  in  un 
piano  contenuto  fra  rette  concorrenti,  non  supponendo  differenziale  esatto  il  binomio 
delle  velocità.  Il  Maggi  **)  nel  trattare  le  questioni  accennate,  avendo  immaginato  che, 
per  alcun  dato  fisico  o  sol  anco  razionale,  fosse  nota  la  famiglia  delle  linee  descritte  dalle 
molecole  in  corso,  ed  ammessa  inoltre  la  integrabilità  del  trinomio  differenziale,  pervenne 
alle  formole  già  date  dal  Venturoli  e  dal  Piola.  Osserva  il  Turazza  essere  troppe 
le  ipotesi  assunte  dal  Maggi,  bastando  la  prima  a  dar  risolte  quelle  questioni. 

Le  difficoltà  analitiche,  che  eransi  presentate  a  ciascuno  dei  geometri,  i  quali  si  e- 
rano  occupati  di  problemi  idraulici,  difficoltà  per  la  maggior  parte  dipendenti  dalla  de- 
terminazione delle  funzioni  arbitrarie,  indusse  il  Piola  nelle  sue  Nuove  ricerche  ecc.  ad  ab- 
bandonare i  metodi  adottati  prima  di  lui,  e  ad  approfittare  dei  nuovi  mezzi  introdotti 
dal  celebre  Fourier  nelle  ricerche  fisico-matematiche;  restringendosi  però  ad  usarne  in 
quella  sola  parte  che  riguarda  il  rendere  soddisfatte  le  condizioni  alle  quali  va  soggetto 


*)  Intorno  alle  soluzioni  di  alcuni  problemi  d'Idraulica.  [Annali  delle  scienze  del  Regno  Lom- 
bardo-Veneto, t.  X  (1840),  pp.  237-252]. 

**)  Ricerche  sulle  linee  di  stringimento  e  d'allargamento;  aggiuntevi  alcune  considerazioni  meccaniche 
ed  idrauliche.  [Poligrafo,  t.  VI  (1835),  pp.   3-41;  t.  VII  (1835),  pp.  49-93]. 
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il  fluido  in  movimento.  Nel  capo  I  della  citata  Memoria,  destinata  alle  soluzione  del 
problema  del  moto  dell'acqua  a  due  coordinate,  assume  l'autore,  ad  imitazione  di  La- 
grange,  quali  valori  delle  componenti  della  velocità  le  derivate  parziali  di  una  mede- 
sima funzione  delle  coordinate  del  punto  della  molecola  fluida  che  si  considera,  funzione 
di  forma  incognita.  In  questo  modo  vien  soddisfatto  alla  equazione  della  continuità,  e  le 
condizioni  che  si  deducono  dalle  equazioni  delle  pareti,  che  il  fluido  deve  lambire,  for- 
niscono per  quella  funzione  incognita  una  proprietà,  la  quale,  secondo  il  Pioi.a,  varrà  a 
determinarla  in  ogni  caso  particolare.  L'applicazione  del  nuovo  metodo  al  caso  delle  pa- 
reti rettilinee  riconduce  alle  formole  del  Venturoli,  e  l'applicazione  al  caso  di  una  pa- 
rete rettilinea  orizzontale  e  dell'altra  curvilinea,  porzione  di  curva  a  determinarsi,  con- 
duce a  trovare  dover  essere  la  seconda  parete  una  iperbole  apolloniana.  Il  Capo  II  con- 
tiene analoghe  ricerche  per  varj  casi  del  moto  dell'acqua  riferito  a  tre  coordinate;  qui 
pure,  poste  le  componenti  della  velocità  rispettivamente  eguali  a  funzioni  di  due  fun- 
zioni di  forma  incognita,  arrivasi  a  trovare  dovere  quelle  funzioni  incognite  soddisfare 
a  tale  proprietà,  per  mezzo  della  quale  si  potranno  determinare  in  ogni  particolare 
questione.  È  giovandosi  di  essa  che  giunge  alle  formole  già  trovate  dal  Venturoli  pel 
moto  dell'acqua  nei  vasi  conici,  e  prende  a  considerare  il  problema  più  generale  in 
cui  la  superficie  del  vaso  è  quella  di  un  solido  qualunque  di  rivoluzione,  applicandovi 
ad  esempio  il  caso  nel  quale  la  curva  generatrice  è  una  iperbole  cubica,  riconfermando 
così  i  risultamenti  del  professore  Giulio.  È  poi  nel  Capo  III  che  l'autore  discute  il  moto 
dell'acqua  nei  canali  aperti,  supposto  il  movimento  essere  stabilito  ed  a  due  coordi- 
nate. Dietro  tali  ipotesi  gli  si  rende  possibile  applicare  al  problema  attuale  i  risultati  cui 
era  giunto  nel  Capo  I  ed  ottenere,  dopo  lunghi  calcoli,  i  valori  della  pressione  e  della 
velocità  in  un  punto  qualunque  della  massa  fluida,  non  che  la  equazione  della  linea 
descritta  da  ogni  molecola,  equazione  la  quale,  come  fece  osservare  il  signor  Bella- 
vitis,  rappresenta  una  cicloide.  Fa  uso  da  ultimo  delle  formole  ottenute  per  dimostrare 
nuovameute  il  teorema  del  Mossotti  intorno  alle  differenze  di  livello  del  pelo  in  due 
diverse  sezioni  più  sopra  enunciato,  e  per  la  ricerca  della  scala  delle  velocità  e  di  quella 
delle  pressioni  per  una  sezione  qualunque.  Il  professore  Bordoni  *)  partendo  dall'ipo- 
tesi dell'eguaglianza  di  pressione  per  le  molecole  costituenti  una  medesima  vena  fluida, 
ipotesi  desunta  dalla  incompressibilità  del  liquido  e  dal  supporre  il  moto  stabilito,  ossia 
la  corrente  composta  dall'aggregato  di  infinite  sottilissime  vene  di  figure  invariabili,  ri- 
confermò, mediante  una  analisi  sua  propria,  i  risultamenti  a  cui  era  giunto  il  Piola 
in  quel  Capo  III. 

A  questo  lavoro  del  Piola  tennero    dietro    altri  tre,  due  Note   inserite  nel  Gior- 


*)  Vedi  la  nota  posta  in  fine  dell'opuscolo  :  Elementari  dimostrazioni  dille  formole  per  le  portate  delle 
bocche  ordinarie.  Pavia,  1844. 
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naie  dell'Istituto  *)  ed  una  Memoria  **)  stampata  nel  secondo  volume  degli  Alti.  La 
prima,  in  ordine  cronologico,  verte  sulla  legge  della  permanenza  delle  molecole  dei 
fluidi  in  moto  alle  superficie  libere  ;  assunta  la  equazione  generale  pel  moto  dei  liquidi 
quale  vien  data  dalla  Meccanica  Analitica,  e  precisamente  quella  parte  di  essa  equa- 
zione, che  consta  di  integrali  duplicati  e  quindi  rappresenta  proprietà  che  devonsi  ve- 
rificare ai  limiti  della  massa  fluida,  giunge  a  stabilire  che  nel  caso  del  moto  permanente 
il  perseverare  le  molecole   alla  superficie   libera   non  è  una    ipotesi   ma  un  fatto. 

È  a  questa  medesima  conclusione  che  giunsero  il  signor  Svanberg  ***)  in  un  caso 
particolare,  ed  il  signor  Edlund  f)  in  generale,  dimostrando  la  permanenza  delle  mole- 
cole del  liquido  alle  pareti  dei  vasi  che  lo  contengono  essere  conseguenza  necessaria 
della  continuità  della  massa  liquida.  Nella  sua  Memoria  sul  moto  dei  fluidi  il  signor 
Svanberg  suppone  che  esso  abbia  luogo  simmetricamente  rispetto  ad  una  retta  qua- 
lunque. Ammette  possa  accadere  movimento  di  rotazione  della  massa  fluida  attorno 
quell'asse,  talché  si  presentano  quali  incognite  ad  assumersi,  oltre  la  pressione  e  la 
densità  per  una  molecola  qualunque,  le  velocità  della  molecola  stessa  parallelamente 
all'asse,  perpendicolarmente  all'asse  e  di  rotazione  intorno  all'asse.  Nelle  forinole  gene- 
riche pel  moto  dei  fluidi  per  mezzo  delle  coordinate  polari  si  sostituiscono  facilmente 
alle  tre  ordinarie  componenti  della  velocità  le  tre  velocità  sumentovate;  e  le  nuove  for- 
mole  che  si  ottengono,  oltre  al  provare  come,  nelle  condizioni  ammesse  dall'autore,  la 
permanenza  delle  molecole  del  fluido  alle  pareti  del  vaso  che  lo  contengono  sia  conse- 
guenza della  continuità  della  massa  liquida,  conducono  all'interessante  teorema,  che  la 
velocità  di  rotazione  di  una  molecola  qualunque  nei  differenti  punti  della  sua  trajet- 
toria  è  sempre  in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze  che  i  punti  medesimi  hanno 
dall'asse  di  rotazione. 

Nel  1843  comparve  negli  Atti  dell'Istituto  Veneto  la  seconda  delle  Memorie  Idrau- 
liche del  professore  Turazza  ff).  In  essa  l'autore  proponesi  la  ricerca  delle  circo- 
stanze dell'efflusso  dai   vasi  di  rivoluzione  ad  asse  verticale;  il  metodo  da  lui  adottato 


*)  Sulla  legge  dì  permanenza  delle  molecole  de'  fluidi  in  moto  alle  superficie  libere  [Giornale 
del'I.  R.  Istituto  Lombardo  di  Scienze  ecc.,  s.  la,  t.  VI  (1843),  pp.  324-339];  Di  una  estensione  della 
teoria  del  moto  dell'acqua  nei  vasi  [Ibid.,  s.   ia,  t.  VII  (1845),  pp.  338-353]. 

**)  Sul  moto  permanente  dell'acqua  [Memorie  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  di  Scienze  ecc.,  t.  II 
(1845),  pp.  53-142]. 

***)  Sur  le  mouvement  des  fluides  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathemarik,  t.  XXIV 
(1842),  pp.  15J-163]. 

■j-)  Consèquences  nécessaires  de  l'équation  de  la  continuiti  des  fluides  [Nova  Acta  R.  Societatis  Scien- 
tiarum  Upsaliensis,  t.  XIII  (1847),  pp.  87-104]. 

f|)  Dell' efifiusso  dei  liquidi  dai  vasi  di  rivolutone  [Atti  dell'I.  R.  Istituto  Veneto,  t.  II  (1843), 
pp.  295-297;  Memorie  dell'I.  R.  Istituto  Veneto,  t.  II  (1845),  pp.  93-130]. 

«RioscHl,  tomo  ih.  «7 
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è  in  generale  quello  usato  dal  Lagrange,  dall'EuLERO,  dal  Venturoli  e  da  tutti  gli 
altri,  eccettone  il  Piola  ;  ottenute  cioè  le  funzioni,  le  più  generali  possibili  che  soddisfano 
alle  equazioni  generali  del  moto  dei  fluidi,  le  determina  in  ogni  caso  particolare  mediante 
le  condizioni  spettanti  ad  esso.  Però,  partendo  il  signor  Tu  razza  dalle  ipotesi,  che  al- 
l'origine non  sia  stato  impresso  al  liquido  alcun  movimento  di  rotazione,  che  sia  dif- 
ferenziale esatto  il  noto  trinomio  delle  velocità,  e  che  le  molecole  liquide  le  quali  tro- 
vansi  sull'asse  all'origine  vi  si  mantengano  per  tutta  la  durata  del  n  oto,  giunge  ad  una 
equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine,  che  è  una  di  quelle  che  riscontransi 
nella  teorica  del  suono,  della  quale  assegna  l'integrale  sotto  due  differenti  forme,  cioè 
col  mezzo  di  un  integrale  definito  doppio,  e  col  mezzo  di  un  integrale  definito  sem- 
plice. Quest'ultimo,  già  proposto  dal  Brisson  *)  quale  integrale  completo  della  mede- 
sima equazione,  venne  dimostrato  incompleto  dal  Poisson  **),  che  ne  assegnò  il  com- 
pleto formato  colla  somma  di  due  integrali  definiti.  A  tre  esempj  applica  il  professore 
Turazza  le  sue  forinole;  all'efflusso  dell'acqua  dal  vaso  conico,  dal  vaso  generato  dalla 
rotazione  dell'iperbole  cubica  attorno  l'assintoto,  e  dal  vaso  generato  dalla  rotazione  di 
una  curva  di  equazione  determinata  e  dal  suo  assintoto  attorno  all'asse  verticale,  av- 
venendo cosi  il  movimento  per  quest'ultimo  caso  fra  due  pareti,  l'una  delle  quali,  l'in- 
terna, è  la  superficie  esteriore  del  cono  generato  dall'assintoto,  e  l'altra,  l'esterna,  è  la 
superficie  generata  dalla  curva.  I  primi  due  casi  ridanno  le  soluzioni  dei  professori 
Vexturoli  e  Giulio,  il  terzo  caso  serve  a  gettar  luce  sul  problema  del  moto  dell'a- 
cqua sulla  superficie  esterna  di  un  cono  retto  verticale  ;  la  conclusione,  cui  giunge  l'au- 
tore :  «  che  le  molecole  esistenti  sulla  superficie  conica  si  mantengono  sempre  aderenti  alla 
«  stessa  descrivendo  linee  concorrenti  al  vertice,  mentre  tutte  le  altre  descrivono  lince  curve 
«  di  una  stessa  famiglia  dipendente  dall'angolo  al  vertice  del  cono,  le  quali  curve  tutte 
«  sono  comprese  in  piani  verticali  passanti  per  l'asse,  e  concorrono  ad  assintoto  colla  cor- 
ti rispondente  generatrice  del  cono  »,  è  in  perfetta  contraddizione  colle  conseguenze  cui 
era  giunto  il  signor  Piola  trattando  il  medesimo  problema.  L'autore  termina  la  Me- 
moria mostrando  in  qual  modo  debbasi  progredire  nella  ricerca  delle  leggi  del  moto 
di  un  liquido  entro  un  vaso  di  forma  determinata,  ogni  qual  volta  pongasi  l'ipotesi  che 
le  trajettorie  sieno  espresse  dalla  stessa  equazione  che  le  pareti,  variando  solo  nel  pas- 
sare dall'una  all'altra  il  valore  di  un  parametro  ;  ed  assegna  tale  forma  di  vaso  per  la 
quale  il  moto  non  è  possibile  in  quella  ipotesi. 


')  Sur  l'integration  des  èquations  diffinntitlhs  partielUs  [Journal  de  l'École  Polytechnique, 
Cahier  XIV  (1818),  pp.  191-261]. 

**)  Sur  l'integration  des  èquations  linèaires  aux  diffèrtnces  partitlles  [Ibid.,  Cahier  XIX  (1823), 
pp.  215-248].  La  osservazione  cui  spettano  queste  due  citazioni  trovasi  anche  nella  citata  memoria  del 
professore  Tardy. 
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Al  lavoro  del  professore  Turazza  tenne  subito  dietro  la  seconda  delle  suddette 
Note  del  Piola;  anzi  prendendo  argomento  dal  lavoro  medesimo,  assumendo  le  espres- 
sioni già  da  lui  date  nel  Capo  II  della  Memoria  prima  quali  valori  delle  componenti 
della  velocità  della  molecola  generica,  prendendo  per  equazione  della  superficie  di  ro- 
tazione ad  asse  verticale  una  equazione  più  generale  di  quella  da  lui  adottata  in  quel 
Capo  II,  ed  ammettendo  la  ipotesi  del  trinomio  differenziale  esatto  (ipotesi  ammessa  dal 
Turazza),  arriva  ad  una  equazione  di  condizione,  a  verificare  la  quale  si  presentano 
due  modi.  Sì  l'uno  che  l'altro  di  questi  modi  sono  origine  di  un  grandissimo  numero 
di  casi,  nei  quali  il  moto  dell'acqua  nell'interno  dei  vasi  può  analizzarsi  completamente; 
adottando  poi  il  primo  modo  giungesi  alle  soluzioni  dei  signori  Giulio  e  Turazza  ; 
adottando  l'altro  si  rinvengono  le  formole  del  Venturoli.  In  una  appendice  a  questa 
Nota  dimostrasi  affatto  analogamente  come  nel  moto  di  un  velo  d'acqua  in  un  piano 
verticale,  rinchiuso  fra  una  parete  rettilinea  orizzontale  e  fra  un'altra  parete  fissa  qua- 
lunque, giungesi  pure  ad  una  equazione  di  condizione;  e  dai  due  differenti  modi  di 
verificarla  ritrae  due  famiglie  di  soluzioni  possibili,  a  capo  di  una  delle  quali  sta  il  caso 
in  cui  la  seconda  parete  sia  l'iperbole  apolloniana,  ed  a  capo  dell'altra  il  caso  della  retta. 
In  questa  appendice  dimostrasi  anche  potersi  assumere  per  seconda  parete  una  linea  ad 
equazione  trascendente. 

Il  professore  Bellavitis  *),  nella  prima  parte  di  una  Memoria  letta  all'Istituto  Ve- 
neto nel  1844,  tratta  nuovamente  i  tre  casi  del  moto  dell'acqua  entro  vasi  di  rivoluzione 
già  considerati  dal  Venturoli,  dal  Giulio,  dal  Turazza  e  fa  osservare  come  le  so- 
luzioni date  da  essi  non  corrispondano  alle  circostanze  fisiche  che  naturalmente  accom- 
pagnano l'efflusso  dei  liquidi  da  un  vaso,  mentre  nella  soluzione  relativa  ad  una  quarta 
specie  di  vaso,  che  è  quello  generato  dalla  rotazione  di  una  iperbole  equilatera  intorno 
ad  un  suo  assintoto,  riescono  le  condizioni  implicitamente  ammesse  conformi  alle  or- 
dinarie circostanze.  La  soluzione  data  dall'autore  per  questo  quarto  caso  non  è  sog- 
getta alla  condizione  del  trinomio  differenziale  esatto,  e  viene  soddisfatto  soltanto  alla 
legge  di  continuità  ed  alla  condizione  che  la  pressione  per  un  punto  qualunque  sia 
eguale  in  tutti  i  sensi.  La  seconda  parte  di  essa  Memoria  contiene  considerazioni  sul 
moto  dell'acqua  in  un  piano  analoghe  alle  succitate  pel  moto  dell'acqua  nei  vasi  rotondi; 
considerazioni  che  in  buona  parte  vennero  ripetute  in  una  seconda  Memoria  di  cui 
diremo  in  appresso. 

Alcune  osservazioni  intorno  ai  lavori  del  Tadini,  del  San  Martino  e  del  Piola 
formano  lo  scopo  di  una  breve  Memoria  del  signor  Padula.  Già  abbiamo  detto  delle 
obbiezioni  da  lui  promosse   al  Tadini  ed  al  San   Martino;  le  sue  riflessioni  intorno 


*)  Considerazioni  sul  movimento  di  un  liquido  che  discende  in  modo  perfettamente  simmetrico  rispetto 
ad  un  asse  verticale  [Memorie  dell'I.  R.  Istituto  Veneto,  t.  II  (1845),  pp.  339-360]. 
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alla  prima  Memoria  del  signor  Piola  vertono  principalmente  sul  dubbio  che  la  forma 
esibita  dal  teorema  del  Piola  per  la  funzione,  dalla  quale  si  hanno  le  espressioni  delle 
con' ponenti  della  velocità,  presenti  in  ogni  caso  la  voluta  generalità. 

Oggetto  principale  alla  seconda  Memoria  del  signor  Piola  è  l'analisi  del  moto 
permanente  dell'acqua  in  canali  superiormente  aperti,  considerate  tutte  e  tre  le  dimen- 
sioni. Perù  siccome  l'analisi  adottata  nel  Capo  III  della  precedente  Memoria,  trattan- 
dosi di  moto  a  due  coordinate,  difficilmente  piegavasi  allo  studio  di  queste  nuove  que- 
stioni, trova  utile  di  far  uso  d'una  analisi  particolare,  a  ben  comprendere  lo  spirito  della 
quale  tratta  ancora  nel  Capo  I  del  moto  permanente  dell'acqua  in  un  piano.  Il  metodo 
immaginato  dal  Piola,  col  mezzo  di  cui  si  abbreviano  di  gran  lunga  i  calcoli  occorri- 
bili  in  quelle  ricerche,  consiste  nell'avere  distinte  le  due  differenti  specie  di  costanti,  le 
quali  entrano  nelle  formole  che  incontransi  nello  studio  del  moto  dei  fluidi.  Alcune 
di  esse  sono  tali  tanto  in  riguardo  al  tempo,  quanto  in  riguardo  alla  posizione  della 
molecola  fluida  che  si  considera,  quali  sarebbero  la  gravità,  la  pressione  atmosferica 
ecc.,  ed  alcune  lo  sono  solamente  in  riguardo  al  tempo,  potendo  mutare  nel  passaggio 
da  un  luogo  ad  un  altro,  quale  sarebbe  il  parametro  che  entra  nell'equazione  generale 
delle  trajettorie  descritte  dalle  molecole  fluide,  il  quale  non  cambia  valore  per  tutta  una 
trajettoria,  ma  lo  muta  passando  da  una  trajettoria  all'altra,  ed  in  ciascuna  è  costante 
rispetto  al  tempo.  Da  alcune  proprietà  di  questa  seconda  specie  di  costanti  e  dall'uso 
diligente  delle  medesime  ritrae  il  Piola  mezzi  bastevoli  alla  trattazione  di  quei  nuovi 
problemi.  Nel  Capo  II  tratta  estesamente  del  moto  permanente  dell'acqua  considerate 
tutte  e  tre  le  dimensioni;  e  ritrovatene  le  formole  generali,  le  applica  a  correnti  in 
tubi  0  canali  chiusi  ed  alle  correnti  superiormente  libere,  supposto  il  canale  fiancheggiato 
da  sponde  piane.  Frutto  di  lunghi  e  laboriosi  calcoli,  giunge  ad  ottenere  le  equazioni 
finite  fra  le  tre  velocità,  la  pressione,  le  coordinate  della  molecola  generica  ed  altre 
quantità,  le  quali  rimangono  invariate  per  tutta  la  massa  fluida  in  moto.  Il  Capo  ITI 
è  dedicato  a  dedurre  alcune  circostanze  del  moto  permanente  dell'acqua  nei  canali  a- 
perti  e  nei  fiumi  quali  conseguenze  delle  teoriche  contenute  nei  primi  due  Capi.  Il  caso 
discussovi  è  quello  di  un  canale  a  fondo  orizzontale  ed  a  sponde  piane  egualmente 
inclinate  all'orizzonte;  le  formole  del  Capo  II,  applicabili  al  moto  dell'acqua  fra  due 
sponde  piane  comunque  inclinate  all'orizzonte,  ma  però  fra  loro  parallele,  si  pongono 
a  profitto  anche  per  questo  caso,  supponendo  che  l'acqua  corra  in  piani  paralleli  alle 
sponde  di  qua  e  di  là  del  piano  verticale  che  puossi  immaginare  condotto  per  la  retta 
che  divide  in  due  parti  eguali  il  fondo  del  canale.  Arriva  per  tal  modo  a  dimostrare: 
i°  che  il  moto  dell'acqua  in  un  canale  a  sponde  verticali  e  parallele  può  ridursi  al  moto 
in  un  piano,  essendo  nulla  la  velocità  secondo  la  larghezza  del  canale;  proposizione  già 
ammessa  senza  previa  dimostrazione  dal  Venturoli,  dal  Plana,  dal  Mossotti  ;  2°  che 
la  formazione  del  filone  è  dipendente  dall'inclinazione  delle  sponde  del  canale,  propo- 
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sizione  impugnata  dal  Tadini;  30  sussistere  il  coìmeg  giumento,  cioè  l'acqua  corrente  nel 
sito  del  filone  essere  più  alta  di  quella  che  corre  in  vicinanza  delle  sponde  ;  40  che  la 
differenza  di  livello  del  pelo  per  due  punti,  nei  quali  due  sezioni  sono  tagliate  da  un 
piano  parallelo  ad  una  sponda,  eguaglia  la  differenza  delle  altezze  dovute  alle  due  ve- 
locità assolute  superficiali  per  gli  stessi  punti,  teorema  più  generale  dell'analogo  tro- 
vato dal  professore  Mossotti  e  ridimostrato  dal  Piola  nel  Capo  III  della  precedente 
Memoria.  La  determinazione  della  scala  delle  velocità  in  una  corrente,  punto  intorno 
al  quale  le  sentenze  degli  scrittori  nella  scienza  delle  acque  sono  in  maggior  discordia, 
venne  anche  studiata  dal  Piola;  le  conseguenze  cui  giunse  proverebbero  non  potersi 
dare  un  massimo  nella  scala  delle  velocità,  ossia  non  sussistere  filone  in  altezza,  come 
credevano  Vexturoli  e  Tadini.  Alcuni  cenni  sul  problema  delle  portate,  e  la  ricerca 
di  una  espressione  per  la  misura  di  esse  terminano  la  Memoria. 

Il  secondo  lavoro  pubblicato  dal  professore  Bellayitis  *)  intorno  ad  argomento  idrau- 
lico è  diviso  in  cinque  capitoli.  Il  primo  capitolo  è  dedicato  alla  ricerca  delle  formole  ge- 
nerali pel  moto  dell'acqua  in  un  piano,  le  quali  formole  vengono  nel  seguente  applicate 
al  caso  delle  pareti  rettilinee.  La  soluzione  già  data  dal  Venturoli  è  minutamente  ana- 
lizzata dall'autore  tanto  a  posteriori  quanto  a  priori;  a  posteriori,  allorquando  vuol  provare 
che  l'unico  moto  permanente,  il  quale  possa  conciliarsi  colle  formole  del  Venturoli,  sa- 
rebbe quello  in  cui  ciascuna  molecola  si  movesse  come  fosse  sola  ;  a  priori,  quando  avendo 
ottenuto  per  i  valori  delle  velocità  due  serie  procedenti  secondo  le  potenze  dell'ascissa 
e  contenenti  funzioni  arbitrarie  dell'ordinata  e  del  tempo,  le  quali  soddisfano  tanto  al 
binomio  differenziale  delle  forze  come  a  quello  delle  velocità,  esibisce  una  equazione  ge- 
nerale delle  traiettorie,  la  quale  per  valori  particolari  di  un  parametro  può  rappresen- 
tare le  pareti  rettilinee,  mentre,  al  dir  dell'autore,  le  altre  trajettorie  saranno  curvilinee. 
Tratta  da  ultimo  del  moto  di  un  velo  d'acqua  rinchiuso  fra  due  rette  perpendicolari 
tra  loro,  e  le  formole  a  cui  giunge  contengono  quale  caso  particolare  quelle  date  dal 
Venturoli,  considerando  le  pareti  rettilinee  comunque  inclinate,  mentre  in  via  ordi- 
naria dovrebbe  aver  luogo  il  contrario.  Il  terzo  ed  il  quarto  capitolo  contengono  la  ri- 
cerca delle  formole  generali  del  moto  dell'acqua  simmetrico  attorno  ad  un  asse  e  la 
applicazione  all'efflusso  dal  vaso  conico  :  e  qui  pure  commentando  la  soluzione  del 
Venturoli,  trova  non  rispondere  essa  alle  fisiche  circostanze  di  quel  movimento.  Nel 
capitolo  quinto,  parlando  del  moto  dell'acqua  negli  alvei,  prende  l'autore  ad  analizzare 
gli  studj  del  Mossotti  e  del  Piola  ;  le  osservazioni  di  lui  a  questo  proposito  vennero 
accennate  più  addietro. 

Veniamo    ora    alla    Memoria    del    professore    Tardy    già  più  volte   citata,  come 


*)  Observationes  de  quibusdam  solutionibus  analyticis  problematum  ad  liquidorum  motum  perlinentium 
[Bologna,  Novi  Commentarli,  t.  Vili  (1846),  pp.  445-480]. 
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quella  che  contiene  osservazioni  crinelle  intorno  a  varj  lavori  d'idraulica  teoretica. 
Nella  prima  parte  di  essa,  dopo  aver  posto  in  luce  le  più  importanti  ricerche  idrau- 
liche esistenti  anteriormente  a  quelle  del  Venturoli,  considera  il  moto  dell'acqua 
a  due  coordinate,  supposte  essere  le  pareti  l'iperbole  equilatera  ed  una  retta  ;  la  para- 
bola e  l'asse  delle  ascisse,  e  ciò  per  mostrare  essere  possibile  la  trattazione  di  questi 
problemi  anche  nel  caso  in  cui  dalla  equazione  di  una  parete  non  si  possa  passare  a 
quella  dell'altra  mutando  il  valore  ad  una  costante,  il  che  verrebbe  escluso  dall'analisi 
del  Piola  anche  perchè  quelle  costanti  si  riscontrano  nei  valori  delle  velocità  compo- 
nenti. Questi  esempi  ponno  inoltre  servire  di  confutazione  all'opinione  manifestata  dal 
professore  Amici  nel  secondo  volume  del  suo  Corso  di  Meccanica  *),  laddove  dice  che 
l'introdurre  la  condizione  della  permanenza  delle  molecole  alle  pareti  fa  sì  che  tulle  ìe 
altre  molecole  della  massa  liquida  restano  obbligate  a  percorrere  delle  linee  della  slessa 
specie  di  quelle.  Occupasi  in  seguito  il  signor  Tardy  del  moto  dell'acqua  entro  vasi  di 
rivoluzione,  ammessa  la  permanenza  delle  molecole  del  fluido  alla  superficie  del  vaso 
che  lo  contiene,  e  supposto  che  le  molecole  non  debbano  mai  escire  dai  piani  meri- 
diani. La  equazione  alle  derivate  parziali  rappresentante  quel  movimento  viene  dall'au- 
tore integrata  col  mezzo  delle  derivate  ad  indice  fratto,  e  le  formole  che  se  ne  dedu- 
cono vengono  applicate  all'efflusso  dai  vasi  conici.  Mostra  quindi  come  i  casi  di  ef- 
flusso dai  vasi  di  rivoluzione,  trattati  dai  professori  Turazza  e  Giulio,  lo  possano  es- 
sere assai  più  brevemente  rendendosi  in  allora  possibile  il  far  uso,  per  l'integrazione 
diretta  dell'equazione  generale  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine,  del  metodo  im- 
maginato dal  professore  Amici  **),  il  quale,  come  osserva  il  Tardy,  non  è  però  e- 
stendibile  a  tutti  gli  altri  casi  di  efflusso  da'  vasi  di  rivoluzione,  potendosi  a  questi  ap- 
plicare il  metodo  insegnato  da  Abel  ***)  per  determinare  la  funzione  arbitraria.  Da 
ultimo  viene  a  discutere  l'ipotesi  del  moto  per  filetti  ;  i  risultati  cui  giunse  vennero 
già  riferiti. 

I  più  recenti  lavori  idraulici  appartengono  all'ingegnere  Brighenti.  Già  fino  dal 
1828  aveva  il  Brighenti  in  una  Nota  sul  moto  dell'acqua  a  due  coordinate  esposti  al- 
cuni dubbi  intorno  le  soluzioni  del  Venturoli  e  del  Tadini,  principalmente  avuto  ri- 
guardo al  modo  con  cui  si  determinano  le  forme  delle  funzioni  arbitrarie.  Le  obbie- 
zioni in  allora  mosse  dall'ingegnere  Brighenti  e  discusse  di  poi  dal  Bruschetti  e  dal 
Turazza  si  riassumono  nel  dire  :  che  nel  moto  del  velo  d'acqua  rinchiuso  da  rette  con- 


*)   Amici,  Corso  elementare  di  Meccanica  ed  Idraulica.  Firenze,  1842. 

**)  Opera  citata,  voi.  II. 

***)  Abel,  Méthode  generate  pour  trouver  des  fonctions  d'une  seule  quantité  variable,  lorsqu'  une 
proprièté  de  ces  fonctions  est  exprimée  par  une  iquation  entre  deux  variables  indipendantes,  CEuvres  com- 
pietesi Ed.  Holmboe,  (Christiania,  1839),  t.  II,  pp.  213-221. 
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correnti  la  trajettoria  rettilinea  era  gii  prescritta  dalle  assunte  ipotesi  ;  che  la  soluzione 
dell'efflusso  dai  vasi  conici  era  un  caso  particolare  di  quella  del  moto  a  due  coordi- 
nate ;  e  che,  posta  la  cognizione  dell'equazione  delle  trajettorie,  tutte  le  conseguenze 
cui  giunsero  quegli  autori  potevano  ricavarsi  dalla  teorica  del  moto  lineare,  conver- 
tendo in  circolari  o  sferici  gli  strati  che  discendono  normalmente  alla  direttrice  del 
moto.  A  questi  tre  punti  si  può  dire  riducansi  anche  le  considerazioni  che  il  signor 
Brighenti  pubblicava  negli  anni  1847,  1848  in  una  nota  all'elogio  del  Venturoli  ed 
in  una  Memoria  *)  letta  all'Accademia  di  Bologna,  sebbene  in  questa  seconda  vengano 
anche  brevemente  analizzate  le  Memorie  del  Piola. 

Vedemmo  quali  furono  le  obbiezioni  ed  i  dubbi  mossi  ai  risultamenti  del  Ventu- 
roli e  del  Piola.  Nella  Memoria,  che  fa  seguito  al  presente  riassunto  storico  (la  quale 
viene  pubblicata  quale  ritrovossi  senza  variazione  alcuna),  è  scopo  principale  al  Piola 
il  difendere  la  teorica  del  Venturoli  e  la  propria,  ed  il  conciliare,  fin  dove  è  possi- 
bile, le  sue  opinioni  con  quelle  de'  suoi  oppositori.  Avrà  egli  raggiunto  l'intento  ? 

[C.]. 


*)  Brighenti,  Considerazioni  sulle  gtnerali  equazioni  dell'idrodinamica  e  sulle  applicazioni  che  se  ne 
sono  fatte  finora  [Memorie  dell'Accademia  delle  scienze  dell'Istituto  di  Bologna,  t.  I  (1850),  pp.  547-562]. 
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SULLA  TEORIA  DEI  COVARIANTI. 


Giornale  deU*X.  H.  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana, 
Nuova  serie,  t.  Vili  (1856),  pp.  3*9-333- 


La  ricerca  dei  covarianti  e  degli  invarianti  di  una  funzione  omogenea  a  due  in- 
determinate, ed  i  criterj  per  distinguere  quali  fra  essi  sieno  irreducibili  sono  i  due  pro- 
blemi principali  di  quella  parte  della  morfologia  che  può  denominarsi  teorica  dei  cova- 
rianti. Da  quanto  rilevasi  da  un  brevissimo  estratto  di  una  comunicazione  fatta  dal 
signor  Cayley  alla  Società  Reale  di  Londra  nel  24  maggio  del  1855  *),  pare  che  questo 
Autore  sia  giunto  a  risolvere  il  secondo  di  essi  problemi,  appoggiandosi  ad  alcuni  nuovi 
risultati  ottenuti  nelle  sue  ricerche  sulla  partizione  dei  numeri.  Anche  il  primo  di  quei 
problemi  può  dirsi  avere  una  soluzione  completa  nel  calcolo  degli  iperdeterminanti;  ma 
le  difficoltà  che  si  presentano  nell'uso  di  questo  calcolo  hanno  indotto  i  geometri  a 
cercare  altre  soluzioni  di  esso  ;  e  da  qui  ebbero  origine  gli  egregi  lavori  del  Sylvester 
e  del  Cayley  sull'argomento  e  la  recente  Memoria  dell'HERMiTE  **),  nella  quale,  oltre 
a  varie  proposizioni  generali  sulla  teorica  dei  covarianti,  si  rinvengono,  trovati  in  un 
modo  particolare,  i  quattro  invarianti  irreducibili  di  una  funzione  omogenea  del  quinto 
grado. 


*)  Cayley,  A  second  Memoir  upon  Quantks  [Proceedings  of  the  R.  Society  of  London,  t.  VII, 
pp.  380-381].  [La  memoria  di  Cayley,  della  quale  qui  si  cita  il  riassunto,  è  stata  più  tardi  pubblicata 
per  esteso  nelle  Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London,  t.  146  (1856),  p.  I,  PP-  101-126]. 

**)  Hermite,  Sur  la  thcorie  des  fonctions  homoghies  à  deux  indéterminèes  (Premier  et  second  Mé- 
moire)  [The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  t.  IX  (1854),  pp.  172-217;  Journal  fùr  die 
reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LII  (1856),  pp.   1-38]. 
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È  noto  come  un  covariante  di  una  forma  qualunque  a  due  indeterminate  possa 
definirsi  :  una  funzione  dei  coefficienti  della  forma  slessa  e  delle  due  indeterminate,  la 
quale  sia  omogenea  di  un  certo  grado,  sia  omogenea  in  indice  di  un  ordine  determinato, 
e  soddisfi  ad  una  equazione  alle  derivate  parziali.  Ora,  allorquando  una  funzione  sod- 
disfi a  queste  condizioni,  cioè  sia  un  covariante,  i  coefficienti  di  esso,  i  quali  saranno 
funzioni  dei  coefficienti  della  forma  data,  soddisferanno  pure  a  certe  condizioni,  la  co- 
noscenza delle  quali  può  tornar  utile  nella  ricerca  dei  covarianti  medesimi. 

Sia 

,     r  ,  0o>  «,»•••  O0>  >)" 

la  forma  data,  e 

¥  =  (*„>  a.  »  •••  OC*.  JT 
un  covariante  della  medesima.  Se  con  P,   Q  si  indicano  i  due  simboli  di  operazione 

0  dat    '         '  oa2  '■   '  dan 

&     1   /  \      ^     1  1  ^ 

na1-K- — V-  (n  —  i)a2^ \-  •  •  •  -+-  0,-5 , 

da0  2  aaI    '  '      "  aan_l 

si  avranno,  come  è  conosciuto,  le  due  equazioni  seguenti: 

CO  PQf)-y^  =  o,        fi(»)-*J*  =  a. 


Ora  si  osservi  che 
quindi 
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da         d«    d-ar  da      da' 
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e  siccome 


si  avranno  le 


df  m  {jn  —  1)  ...  (in  —  r  -f-  1)    m_r  , 
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p(i)  - >' ai  =  21 1.2... r x    '  ^  ^ ~ r "^ ' 

nr  \  ^?        ^-m(»»  —  l)...(m  —  r  -j-  l)    „_,  rrnr    .         ,  .        , 

2  (?)  -  -v  ay  =  21    1.2...  r —       J'  ^  W  —  ('"  ~~  r)  ""-J- 

Da  queste  equazioni,  avendo  riguardo  alle  (i),  si  deducono  le 

P  (*,)  =  ",_„       Q  (<0  =  ('»  -  0  <v,, , 
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alle  quali  debbono  soddisfare  i  coefficienti  del  covariante  <p .  La  seconda  di  queste  con- 
duce tosto  all'importante  risultato  che  per  trovare  il  covariante  <p  è  sufficiente  il  cono- 
scere il  valore  di  xQ;  giacché,  ponendo  in  essa  r  =  o,  i,  2  . . .  ,  si  hanno  le 

O)  *.  =  —  <20o)>      ■,  =  — —  £00,    •••   «„,  =  £(*„,), 

mediante  le  quali  si  vengono  a  determinare  l'uno  di  seguito  all'altro  i  coefficienti  di 
ep  quando  si  conosca  ao .  Osserviamo  inoltre  che  dalle  due  equazioni  superiori  dedu- 
cesi  la 

d*r    i    r  \       da     .  ,,  .       5a 

n an-^ \-  (n  —  2) a,  -=-—  +  •••  +  («  —  2  n) an  -=— -r  =  (m  —  2  r)  a  : 

°aa0   '    K  *    '  da1    '  '    v  J   "  aan       v  J   ' 

quindi,  ponendo  nella  prima  di  quelle  ed  in  questa  r  =  o,  si  ottengono  le  seguenti  : 

dy.0    ,  da„    .  ,  da„ 

(3) 

d*o     i     /-  ^       d'o     i  i     /  n       d*o 

«fl„^— 2  +  ("  —  2)<7   -=— -  +••■  +  («  —  2H)£   -^r—5  =  m: 

aao    '    v  '   '  da,    '  '  J     aan 

equazioni  caratteristiche  pel  coefficiente  ao.  Se  supponesi  che  questo  coefficiente  sia  o- 
mogeneo  del  grado  p  rispetto  ai  coefficienti  ao,  at,  ...,  si  avrà: 

da     ,        da0    ,  .        d* 

°da„         'da,^         ~    "5a„       *    °' 

quindi,  moltiplicando  questa  equazione  per  n  e  sottraendo  la  seconda  delle  (3),  si  ot- 
tiene : 

a,  tt-2  +  2  a,  -=— 5  -f-  •  •  •  4-  w  tf  -=— -  =  — a . 

'ou,  2  da2    '  '  da„  2 

Siamo  cosi  condotti  al  seguente  teorema  : 

Un  covariante  del  grado  mm°  rispetto  alle  variabili  e  di  grado  pm0  rispetto  ai    coef- 
ficienti di  una  forma  dell' nm°  grado  ha  la  proprietà  che  il  suo  primo  coefficiente   deve  es- 

fi  h    ffi 

sere  omogeneo  in  indice    dell'ordine  — e  soddisfare  alla  prima  delle  equazioni  (3); 

e  gli  altri  coefficienti  si  deducono  da  esso  mediante  l'operazione  indicata  dalle  equazioni  (2). 

Per  esempio:  è  noto  per  la  legge   di  reciprocità    dell'HERMiTE  che    le  forme    di 

sesto  grado  ammettono  un  covariante  quadratico  in  x,  y  e  del  terzo  grado  rispetto  ai 

coefficienti.  In  questo  caso  si  avrà  n  =  6,  m  =  2,  p  =  3,  quindi  ao  sarà    omogeneo 
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in  indice  dell'ordine  ottavo,  e  dovrà  soddisfare  alla 

flo 3~^  4-  2  a v^  4-  •••  4-  6at ~  =  0. 
°dai    '         'da2    '  '         *da6 

Queste  condizioni  sono  verificate  ponendo 
da  cui 

2  ai    =   Uo  fl3  ^6   aia2Ub   flo  fl4  aS   J  "  fl2  flJ  fl4  ^  U'  aì  U$  ~\~  9  fl2flS  "l~  9  fll  fl2  ~(~  ^  a'  » 

"l    —    flofl4fl6    "T"    3flirt4a;    —    fl»flJflS    _    3  rt,  rt;  fl6    floflS    3  Ul  °ì   ~f"    2  "3  fl4   +    2  d!  fl6  » 

ed  il  covariante  quadratico  della  forma  di  sesto  grado  sarà 

ao.\-2  -(-  2<x.ixy  -J-  i2y2 • 

Il  valore  di  ao,  alla  ricerca  del  quale  è  ridotta  quella  di  un  covariante  di  una 
forma  qualsivoglia,  si  può  ottenere  facilmente  in  un  caso  assai  generale.  Infatti  si  in- 
dichi con  \  un  invariante  del  grado  p  -f-  i  della  forma  di  rm°  grado 

0o>  <*,>  •■•  OC*»  y)r; 

sarà  <|/  omogeneo  in  indice  dell'ordine  ^  >  '  f  e  soddisferà  alla  prima  delle  equa- 
zioni (3).  Ma  a  questa  equazione  soddisferà  anche  la  derivata  di  <\i,  dell'ordine  i  qual- 
sivoglia, presa  rispetto  ad  ar\  quindi,  ponendo 

oar 
l'indice  di  ao  sarà 

&  +  »>       ir  =  (p-i)r 

2  2       ' 

il  quale,  eguagliato  al  valore  di  questo  indice  dato  dal  teorema  superiore,  dà  ori- 
gine alla 

ni  =  (ti  —  r~)p  -f-  tr. 

Nel  far  uso  di  questa  formola  devesi  osservare  che  r  ed  i  devono  essere  rispettiva- 
mente non  maggiori  di  n  e  di  p. 

Applicazioni.  —  Suppongasi  ti  =  4  ed  r  —  2,  sarà  p  -f-  i  =  2  >  quindi 

ad     t  =  0     corrisponderà     m  =  4, 

ad     i  =  2  »  ?»  =  4. 
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Il  primo  valore  di  m  corrisponde  al  covariante  di  quarto  grado  della  forma  di  quarto 
grado  (il  qual  covariante  è  anche  l'Hessiano  della  forma  stessa),  ed  il  secondo  valore 
di  in  corrisponde  alla  forma  data. 

Facendo  n  =  4,  r  =  3,  si  ha  p  -j-  i  =  4  ;  per  cui 

ad     i  =  0     corrisponde     m  =  4 , 

ad     1  =  1  »  m  =  6 , 

ad     t  =  2  »  in  =  8  , 

il  secondo  dei  quali  valori  di  in  corrisponde  al  covariante  di  sesto  grado  già  trovato 
dal  Cayley  ;  ed  il  primo  ed  il  terzo  dei  medesimi  valori  corrispondono  a  covarianti 
che  sono  combinazioni  degli  altri. 

Se  supponiamo  n  =6,  r  =  4,  si  ha  p  -\-  i  =  2,  5  ;  quindi 


ad     i  =  o     corrispondono 
ad     i  =  1  » 


=  4,  6, 
1  »  m  =  6,  8. 

0  =   flofl4    —   4«,fl,   +    3al> 


Nel  primo  caso  sarà 

e  di  seguito 

2a,  =  c  a,  —  ìd,a   +  2  a,  a, ,  2  a,  =  a,  a,  —  x  a,  a,  -4-  2  a  a  , 

6  a   =  a„a,  —  9^, a   -4-  Sa2,  a   =  a, a,  —  4#,fl,  -4-  ?#2; 

2  06        ^241         3'  4  26        ^351^4^ 

e  la  funzione 

ao  ,\-4  -(-  4a]x'j  -[-  6a2x2_y2  -j-  4*Jt)!  -f-  a  J*4 

sarà  il  covariante  di  quarto  grado  rispetto  alle  variabili   e    di   secondo   grado    rispetto 
ai  coefficienti  della  forma  di  sesto  grado.  Quindi  le  espressioni 


'oa4  —  4x,a3  +  3a2> 


a      a      a 


«.    a.    a. 


a.    a      a 


saranno  gli  invarianti  di  quarto  grado  e  di  sesto  grado  della  forma  medesima. 
27  marzo  1856. 


[Ca.],  [Pa.]- 


cv. 

SOPRA  UN'  ESTENSIONE  DEL  TEOREMA  DI  ABEL. 


Giornale  dett'l.  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana, 
Muova  serie,   ..  Vili  (.856),  pp.   333-335- 


In  una  notìzia  bibliografica  intorno  al  terzo  volume  della  Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques  di  Legendre,  dovuta  a  Jacobi  e  pubblicata  nell'ottavo  volume  del  Giornale  di 
Crelle  *),  viene  fatto  cenno  della  possibilità  di  estendere  il  teorema  di  Abel  agli  inte- 
grali doppj.  Di  questa  ricerca  fa  pure  menzione  il  Rosenhain  nella  sua  Memoria  Sulle 
funzioni  di  due  variabili  ed  a  quattro  periodi,  ecc.  **),  premiata  nel  1846  dall'Accade- 
mia delle  Scienze  di  Parigi,  ed  in  una  lettera  da  esso  diretta  a  Jacobi  ***). 

In  questa  Nota  presentiamo  la  estensione  agli  integrali  multipli  di  quella  parte  del 
teorema  di  Abel,  che  risguarda  i  trascendenti  Abeliani  di  prima  specie. 

Sieno  9  ,  <p2 ,  •••  9„  «  funzioni  intiere,  razionali,  delle  variabili  xlt  x2,  . . .  xn,  e 
suppongasi 

(0  9r   =    K Pr    —    Wr  Ir  > 

essendo  9r ,  wr ,  pr ,  qr  funzioni  intiere,  razionali,  delle  medesime  variabili.  I  coefficienti 
delle  9.,  co    si  ritengano  funzioni  di  n  indeterminate  v. ,  v x/_. 


*)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  Vili  (1832),  pp.  413-417. 

**)  Rosenhain,  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  a  quatre  périodes,  qui  sont  Ics  inverse*  des 
intégrale!  ultraelliptiqu.es  de  la  première  classe  [Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l'Acadèmie  des 
Sciences,  t.  XI  (185 1)]. 

***)  Aus%tig  mehrerer  Schreiben  des  Dr.  Rosenhain  ari  Herm  Prof.  Jacobi  ùber  die  hyperellip- 
tischen   Transcendenten  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XL  (1850),  pp.  319-360]. 
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Si  indichi  con  x  ,  x2,  ...  xn  un  sistema  di  radici  comuni  alle   equazioni 

Of  :=  0,      02  =  O,       ...       Or  =  O, 

e  si  derivi  l'equazione  identica 

?r  (A'i  >  -V2  >  •  •  •  -O  =—  ° 

rispetto  a  vi}  essendo  s  uno  qualsivoglia  dei  numeri  i,  2,  ...  n;  si  otterrà: 

8  or       d  9r  d  x\    ,    d  o,  d  *,   ■  _■_  8  ?,  5  .v„ 

3^  +  d^  J7s  +  aT2  d^  +  "  '  "  +à7^"°' 

dalla  quale  e  dalle  analoghe  deducesi  la 

(2)  MA  =  (-!)•?, 

essendosi  posto  per  brevità 

^-  \      d  w,  dv2  a  vn  I 

Ora  dall'equazione  (i)  si  hanno  le 

rPr   =   i    Wr   l^r  <7r  >                 "r  ?r   =    ì    ^r  V/V^   5 
?r  _I_         /  ^,  6     ^Wr\      / 

v  \    ov        r  dv  r  rrr*r 


quindi 

e  ponendo 


do. 


di',  di'. 


si  avrà 


P=±  2"<2^,         Q  =  5|(±«wtfJb,...  *„,„). 
Indicando  con  /(*,,  X,,  ...  *„)  una  funzione  razionale  intera  delle  xl ,  xa,  . . .  xn,  la 
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equazione  (2),  osservando  al  valore  trovato  di  P,  darà 

/(.v, ,  x2 ,  . . .  x„)  ^  _  +  2„  Qf(xt ,  x2,...x„) 
^  (a-,  ,  x2 ,  . . .  xj  M 

Sieno  at ,  a2,  ...  an,  l\,  b2,  ...  bn  due  gruppi  di  valori  particolari  delle  indeterminate 
»  ,  v2,  . .  .  vn,  ed  x{ ,  aa, ...  «,,  P,,  fi, ,  . .  .  2„  i  valori  corrispondenti  pel  sistema  di 
radici  xt ,  x2,  ...  xm  ;  dall'ultima  equazione  si  ha 

Jm,  Ja2  J*„         VH*.»*»»-*J         _      «A.  */«*  «A.  M 

e  siccome,  indicando  con  ht ,  /;, ,  .  .  .  /?„  i  gradi  rispettivi  delle  funzioni  o:,  y2,  ...  <pn 
ed  m  il  grado  della  funzione  Of,  e  supponendo 

m  <  b,  -f  fe,  + (-  /;„  —  »  , 

si  ha,  come  è  noto  per  un  teorema  di  Jacobi  : 

rappresentando  il  simbolo  N  la  somma  delle  espressioni  che  si  ottengono  sostituendo 
per  xt ,  x2 , . . .  xn  tutti  i  sistemi  di  radici  comuni  alle  equazioni  <p,  =  o,  <p2  =  0,  . . .  <pn  =  0; 
ne  risulta  che 


Vi  fàxx  f"2dx2...    f''"d 


y  ^  (.r: ,  x2 ,  . . .  xn) 


In  questa  equazione  è  evidentemente  contenuta  una  proprietà  per  gli  integrali  multipli 
analoga  a  quella  che  vien  data  dal  teorema  di  Abel  pei  trascendenti  Abeliani  di  prima 
specie. 

27  marzo  1856. 

[Ca.],  [Pa.]. 


evi. 

SUGLI  INTEGRALI  COMUNI  A  MOLTI  PROBLEMI  DI  DINAMICA. 


Giornale  dell'I.  R.  Istituto  Loìnbardo  di  scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana, 
Nuova  serie,  tomo  Vili  (1856),  pp.  413-418;  t.  IX  (1857),   pp.   iio-m. 


Considerando  il  movimento  di  un  punto  libero  in  un  piano,  se  con  x,  y  si  in- 
dicano le  coordinate  del  medesimo  alla  fine  di  un  tempo  1,  e  con  X,  Y  le  compo- 
nenti della  forza  acceleratrice  agente  su  di  esso,  è  noto  che  le  equazioni 

x"  =  X,        y"  =  Y 

servono  a  determinare  le  leggi  di  quel  movimento. 

Supponiamo  ora  che,  rappresentando  a  una  costante,  sia 

(1)  «  =  ?(*,  y,  x',  y',  0 

un  integrale  alle  derivate  del  primo  ordine  di  quelle  equazioni,  è  evidente  che,  deri- 
vando questo  integrale  rispetto  al  tempo,  e  sostituendo,  nella  equazione  che  si  ottiene, 
le  X,   Y  in  luogo  delle  x",  y",  la  equazione  risultante  sarà  identica;  cioè,   posto  per 

brevità 

,         da     ,     da     ,    .     da    ,  da  da 

dt     '    dx        '    dy  J  dx'  dy 

si  avrà  identicamente: 

!  +  mX+«l'  =  o) 

e  quindi  sussisteranno  con  essa  le  sue  derivate  rispetto  ad  x'  e  ad  /.  Ora,  suppo- 
nendo che  le  X,  Y  sieno  funzioni  delle  sole  coordinate  x,  y,  il  che  verificasi  per  ogni 


I48  SUGLI    INTEGRALI    COMUNI    A    MOLTI    PROBLEMI    DI    DINAMICA. 

problema,  il  quale  ammetta  l'integrale  delle  forze  vive,  quelle  equazioni  derivate  sono  le 

di     .    dm..    .     d  n  ,r 
a  x        a  x        '    d  x 

di     .    din  v    .     d  11  ,r 
ày         dy  dy 

per  conseguenza  dalle  equazioni  medesime  si  potrebbero  dedurre,  in  generale,  i  valori 
delle  forze  X,  Y  corrispondenti  al  problema  di  Dinamica,  di  cui  la  (1)  è  un  integrale. 
Ma  se  queste  ultime  tre  equazioni  non  sono  essenzialmente  differenti  fra  loro,  cioè 
risultino 

1     di  1    d  in  _     idi 

1    d  x'         m   d  x'  n   d  . 

00 

1     d  I  1    d  ni  _      1    d  n 

1    dy'         m    dy'  n   dy'  ' 

i  valori  delle  X,  Y  rimarranno  indeterminati,  e  l'integrale  (1)  potrà  competere  a  molti 
problemi  di  Dinamica.  Quali  sono  gli  inregrali  dotati  di  questa  proprietà  ?  La  ricerca 
dei  medesimi  forma  lo  scopo  di  una  pregevole  Memoria  del  sig.  professore  Bertrand  *), 
nella  quale  il  chiarissimo  Autore  considera  il  movimento  dì  un  punto  in  un  piano,  so- 
pra una  superficie  qualsivoglia,  e  nello  spazio.  Nel  caso  del  movimento  in  un  piano 
trova  due  integrali  che  godono  della  proprietà  suddetta,  i  quali  comprendono  tanto 
l'uno  che  l'altro  l'integrale  del  principio  delle  aree,  e  dichiara  essere  questi  i  soli  in- 
tegrali che  competono  a  molti  problemi  differenti  relativi  al  movimento  di  un  punto  libero 
in  un  pia  0. 

In  una  Nota  letta  nella  adunanza  del  13  marzo  1856  dell'I.  R.  Istituto  Lom- 
bardo **)  il  sig.  professore  Mainardi,  considerando  il  movimento  di  un  punto  in  un 
piano,  giudica  assai  differentemente  i  risultati  del  Bertrand,  dichiarando  l'uno  degli 
integrali  ottenuti  da  questo  geometra  essere  un  caso  particolare  di  altro  integrale  più 
generale,  e  ponendo  in  dubbio  la  sussistenza  del  secondo.  Ho  creduto  quindi  non 
inopportuno  il  ritornare  sull'argomento  e  prendere  di  nuovo  ad  esame  la  prima  qui- 
stione  trattata  dal  Bertrand. 


*)  Bertrand,  Mi-moire  sur  Iti  intègraUs  communes  à  plusieurs  problèmes  de  Mècaniqut  [Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquces.  t.  XVII  (1852),  pp.  121-174J. 

**)  Mainardi,  Noie  che  riguardano  alcuni  argomenti  iella  Meccanica  ragionale  ed  applicala  [Gior- 
nale del  R.  Istituto  Lombardo,  etc,  nuova  serie,  t.  Vili  (1856),  pp.  304-328J. 
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È  evidente  che  alle  quattro  equazioni  (2)  noi  possiamo  sostituire  le  due 

1    dm  _     ìdn  1    dm  _      1    dn 

m   d x'          11  d  x'  '  m    dy'           11   d y'  ' 
e  la  identica 

/  -f  m  X  +  11  Y  =  0. 

Ora  le  prime  danno 

in  =  n  ty  (x,  v), 
e  quindi 

a  =  F(u,  x,  y,  /), 

essendo  posto  u  =  y'  -f-  *'  :  (x>  v)-  Sostituendo  questo  valore  nella  terza,  e  ponendo 
nella  medesima  in  luogo  di  y'  il  binomio  ;/  —  x'  ò,  otteniamo  la 

*"|£[f  00  -  v  'V(v)]  +  *'[f  W  +  "  F'(«)+'(y)  -  '^'OO] 

+  F(/)  +  uF(y)  +  F00(r  +  X+)  =  o, 
la  quale  si  decompone  nelle  tre 

,  f(*)-H'(y)  =  o, 

(3)  '  F(*)  +  «F'(»)+'0)-+i7'(y)  =  o, 

(         F(«)  =  [a  +  u  P(y)}l(x,y), 


ido 


>■  (x,  y) 


Sono  queste  le  tre  equazioni  di  cui  fanno  uso  tanto  il  Bertrand  quanto  il  Mainardi 
per  l'ulteriore  ricerca  intorno  alla  forma  dell'integrale  a. 

Ma  per  integrare  le  equazioni  superiori  il  professore  Mainardi  pone  : 

ò(x,y)  =  %         /.  (a-,  y)  =  », 

e  supponendo  dedotte  da  queste  le 

x  =  m  (w,  6),         y  =  n  (co,  9)  , 

trasforma  colle  regole  ordinarie  quelle  equazioni,  che  diventano  l'una  dopo  l'altra  inte- 
grabili. Se  consideriamo  questa  trasformazione  dal  lato  geometrico,  è  evidente  che  me- 
diante la  medesima  si  è  sostituito  alle  coordinate  x,  y  rettilinee  due  serie  di  linee 
w  =  cost.,  6  =  cost.  per  individuare  i  punti  del  piano. 
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Il  professore  Bertrand  integra  la  prima  di  quelle  equazioni  e  ne  deduce 

(4)  y  +  *+=K+) 

(p  simbolo  di  funzione  arbitraria)  ;  e  considerando  questo  risultato,  osserva  che  la  e- 
quazione  <!/  =  cost.  è  quella  di  una  famiglia  di  rette,  e  sostituisce  alle  coordinate  orto- 
gonali x,  y  la  famiglia  di  rette  ò  =  cost.,  e  la  famiglia  delle  loro  trajettorie  ortogo- 
nali, che  indicherò  con  [a  (x,  v)  =  cost.  Questa  è  una  delle  più  ingegnose  %Tedute  che 
si  trovano  nella  Memoria  del  Bertrand  ;  anche  pel  vantaggio  che  ne  ritrae  per  la  trat- 
tazione delle  altre  due  questioni  che  ho  sopra  accennate. 

Ho  stabilito  cosi  un  primo  fatto,  ed  è  il  principale,  per  cui  i  risultati  del  Bertrand 
e  del  Mainardi  non  ponno  coincidere,  senza  che  per  la  questione  meccanica  possa  es- 
servi maggiore  generalità  nel  risultato  del  Mainardi,  ma  sola  apparenza  di  generalità 
dovuta  alla  differente  scelta  delle  coordinate. 

Posto 


da  cui 

*(*»*)  = 

%      f-O, 

y)  = 

w, 

la  (4)  può 

scriversi 

A'  =  m  (w, 

9),      y  = 

n  (b>, 

<>), 

e  quindi  : 

dn 

=  - 

n  — 

_  e^ 

dai    ' 

--  p  (0)  —  m  8, 
d  a           ,  „  N 

m  —  i 

Le  linee  w 

=  cost., 

6  = 

cost.  essendo  ortogonali, 

si  avrà 

d  m  d  m 
~dw~dT 

.     d  n    d  11 

=  °> 

ossia 

dm 

~db 

d6  - 

0. 

Risultano  q 

uindi  : 

dn 

do 

p'  —  in 

-  i  +  e* 

d  ut 

J(p' 

-m) 

de~  = 

1 

-f-8' 

A 

=  ldJL\- 

1-  (UY= 

(P'~ 

-  ,ny 

\ae  /  n  \do )~  1  +  b2  ' 

Derivando  questo  valore  di  B  rispetto  a  0  si  ha 

dm  red«  a;>»  -|  ; 

dco  L  do>  ^^  ^  ; dcde J  ' 


ds 

de 
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d'in  9        dm 

dwd9  —  _  i  -L-  H2  dV  ' 
quindi 

dB 

w  =  0> 

come  d'altronde  è  noto. 

Ora,  supponendo  che  il  parametro  w  rappresenti  la  distanza  costante  fra  una  tra- 
iettoria ortogonale  determinata  e  la  trajettoria  ortogonale  che  si  considera,  dimostrasi 
facilmente  dover  essere  A  della  forma 

(5)      .    .  [/,(«)  +  • /,(•)]*, 

per  cui  si  avrà: 

Per  questo  valore  risulterebbe 

quindi,  dovendo  essere  £  indipendente  da  6,  sarà  /,  (0)  ==  — ■ — ^  ,  ed  in  conseguenza 
dm  i  d«  6 


Trasformando  la  seconda  delle  equazioni  (3),  si  ottiene: 

,  ,  sdF    ,       d F  dm 

d oj  d u    dio 

ossia  pel  valore  di  .«4  : 

,dF         1      dF dA 

A  s m  -s—  ~ —  =  o, 

dot  2      dn  d w 

la  quale,  integrata,  da  : 

F=f(v,  0), 

posto  v  =  u  \rA. 

La  terza  delle  equazioni  (3),  trasformata,  conduce  dapprima  alla 

/5F  ,\.  ,  .dm  ,  /dF  3/k        dF  d/»\ 

ld7-fl}'F  -wfe  =  KH^^T-dV-dT)' 
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e  quindi  alla 

W  +  AfT+W  à*  +  dv  [2  A'  '  39  T}  ~ 0" 

Per  integrare  quest'equazione  distingueremo  i  due  casi  in  cui  a  =  o  ed  «  =  —  i.  Xel 
primo  caso,  dividendo  tutti  i  termini  dell'equazione  medesima  per  -~- ,  ed  osservando  che 

Va 

tanto  -t—  come  la  espressione  che  moltiplica  v*  sono  indipendenti  da  v,  dovrà  essere: 

17=pF  2  #-**«>  +  *«■ 

dv 

dalla  quale 

/= 1^,(6) +  <!<,(&), 

e  sostituendo  questo  valore  nella  equazione  (7),  si  hanno,  dall'eguagliare  i  coefficienti 
delle  eguali  potenze  di  u,  le  due  seguenti: 

+'.(e)_  1  8^(i+ 92)  1  ^(9)  _\'A 


Dalla  prima  di  queste  si  ottiene: 

H<o) i_ 

A  —  ^(0)  1  +  02  ' 

il  qual  valore,  posto  a  confronto  col  valore  (5),  mostra  essere 

h  O)  =  co2 ,         ò,  (0)  =  1  -f-  (f- ,        /_  (0)  =  o, 
ed  in  conseguenza 

1  _  tua     1 


/=^(i  +  e2)»?  +  A2(e),      -' 

od  essendo  u  =  (p'  —  m)—r-  >  S1  avrà  anche 
ci  t 


f=AXi  +  *y{£)'+u*y- 


Notiamo  che,  essendo  /,  (9)  =  o,  dalla  (6)  si  deduce  p'  =  o,  quindi  p  =  e,  per  cui  le 
rette  rappresentate  dalla  9  =  cost.  passano  per  uno  stesso  punto  ;  quindi  le  due  serie 
di  linee  9  =  cost.,  w  =  cost.    formano  un   sistema   di   coordinate   polari,    e,  ponendo 
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=  —  tang  <p,  w  =  r,  si  avranno  le 


2  r3  cos  9 


i  quali  risultati  coincidono  con  quelli  ottenuti  dal  professore  Bertrand. 

TI  caso  di  a  =  —  i  non  presenta  maggiori  difficoltà,  come  può  vedersi  nella  Me- 
moria di  questo  Autore.  Dunque  i  due  integrali  trovati  dal  professore  Bertrand  sono 
i  soli  che  competono  a  molti  problemi  relativi  al  movimento  di  un  punto  libero  in  un 
piano  *). 

io  luglio  1856. 


In  una  Nota  letta  nella  seduta  del  io  luglio  [1856]  e  pubblicata  nel  t.  Vili  (Nuova 
Serie)  del  Giornale  dell'Istituto  Lombardo,  pp.  413-418,  mi  proponeva  di  considerare 
nuovamente  la  quistione  già  trattata  dai  professori  Bertrand  e  Mainardi:  Della  ri- 
cerca degli  integrali  comuni  a  molti  problemi  relativi  al  movimento  di  un  punto  in  un 
piano.  Quella  mia  Nota  aveva  per  iscopo  di  ribattere  alcune  obbiezioni  mosse  dal 
prof.  Mainardi  all'acuta  analisi  del  Bertrand,  e  di  mostrare  che  nel  caso  del  movimento 
di  un  punto  in  un  piano  i  soli  integrali  comuni  a  molti  problemi  erano  i  due  trovati 
da  questo  geometra. 

La  lettura  della  Memoria  del  prof.  Mainardi  mi  aveva  condotto  a  supporre  che 
egli  stimasse  non  abbastanza  generali  i  risultati  del  Bertrand,  e  ponesse  in  dubbio  la 


*)  Pure  il  professore  Mainardi  deduce  uno  degli  integrali  del  Bertrand  come  caso  particolare 
del  proprio  integrale?  Le  considerazioni  superiori  mostrano  come  evidentemente  ciò  doveva  aver  luogo. 
Ma  non  so  comprendere  come  al  professore  Mainardi  possa  insorger  dubbio  su  la  sussistenza  dell'altro 
integrale,  mentre  il  medesimo  si  può  dedurre  dalla  stessa  sua  forinola  convenientemente  modificata. 
Questa  formola  però,  quale  trovasi  stampata  alla  pagina  328  del  t.  Vili  (Nuova  Serie)  del  Giornale  del- 
l'Istituto Lombardo,  è  erronea,  giacché  essendo     / db  =  t,   verrebbe   a    scomparire   il  termine 

contenente  il  tempo  esplicito  dalla  formola  medesima.  L'ultimo  termine  del  primo  membro  di  essa  va 
levato  via,  ed  il  termine  a  t  del  secondo  membro  deve  essere  affetto  da  segno  positivo.  Siccome  poi 
la  prima  delle  equazioni  alle  derivate  ordinarie  da  cui  deducesi  questa  formola  può  scriversi 

3A         J_  (/>'  —  my>    _      pi'       ^ 


de 

l'integrale  potrà  porsi   sotto  altra  forma  che  comprende   il  secondo  integrale  del   Bertrand,  come  era 
evidente  a  priori. 

•  moschi,  tomo  III.  20 
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sussistenza  analitica  del  secondo  integrale  trovato  dal  medesimo  autore.  Da  una  Lettera 
diretta  dal  prof.  Mainardi  a  questo  Corpo  Scientifico  *)  mi  accorsi  essere  fondata 
quella  mia  prima  ipotesi,  ma  di  essermi  forse  ingannato  per  quanto  riguarda  la  seconda. 

A  sostenere  la  propria  opinione  intorno  al  difetto  di  generalità  delle  formole  del 
Bertrand,  il  prof.  Mainardi  enuncia  in  questa  Lettera  un  terzo  caso,  che  Egli  ha  de- 
dotto dalle  proprie  formole;  caso  affatto  differente  dai  due  del  Bertrand,  giacché 
questi  contengono  proprietà  pei  momenti  delle  forze,  mentre  quello  corrisponde  ad  una 
proprietà  per  la  somma  algebrica  delle  componenti  parallele  ad  una  retta  data  o  per  Li  ri- 
sultante delle  forze  agenti  sul  mobile,  valutata  secondo  una  direzione  fissata  ad  arbitrio. 
Colla  considerazione  di  questo  terzo  caso  vengono  evidentemente  ad  esaurirsi  tutte  le 
proprietà  che  potevano  aver  luogo  per  quel  sistema  di  forze  agenti  sul  punto  ;  ma,  se 
rammentasi  che  la  questione  sta  nella  ricerca  degli  integrali  comuni  a  molti  problemi 
pei  quali  tutti  sussista  il  principio  delle  forze  vive,  si  concepirà  di  leggieri  che  la  pro- 
prietà caratteristica  per  quella  risultante  dovrà  rintracciarsi  in  quel  principio;  per  la  qual 
cosa  io  stimo  che  quel  terzo  caso  enunciato  dal  prof.  Mainardi  non  ci  conduca  ad 
altro  che  al  punto  di  partenza  della  quistione  **). 

Nella  Lettera,  che  ho  sopracitato,  il  prof.  Mainardi  dichiara  che  il  dubbio  intorno 
al  secondo  caso  considerato  dal  Bertrand,  espresso  nella  sua  prima  Nota,  ebbe  origine 
dal  pensiero  che  la  fisica  possibilità  sembra  la  più  essenziale  condizione  agli  oggetti  delle 
speculazioni  della  Meccanica.  Spero  di  non  avere  male  inteso  ammettendo  che  il  prof.  Mai- 
nardi  dubita  che  il  secondo  caso  del  Bertrand  sia  praticamente  possibile.  Senza 
divagarmi  in  generalità,  sebbene  forse  opportune,  mi  ristringerò  nel  campo  angusto,  ma 
spesso  utile  al  persuadere,  degli  esempj,  e  mi  farò  a  descrivere  un  semplicissimo  con- 
gegno meccanico  che  sembrami  si  adatti  assai  bene  alla  quistione.  Si  immagini  una 
manovella,  la  quale  possa  scorrere  entro  un  perno  che  ha  facoltà  di  ruotare  intorno 
al  proprio  asse;  una  forza  diretta  a  seconda  della  manovella  produca  in  essa  il  primo 
movimento  di  traslazione  ;  ed  una  forza  costantemente  perpendicolare  alla  medesima  la 
faccia  ruotare  insieme  al  perno.  Se  la  grandezza  della  prima  di  queste  forze  è  una 
funzione  qualsivoglia  della  lunghezza  di  uno  dei  bracci  della  manovella,  e  quella  della 
seconda  è  reciprocamente  proporzionale  alla  lunghezza  medesima,  ci  troviamo  appunto 


*)  Lettera  del  M.  E.  Prof.  G.  Mainardi  relativa  alla  sua  Nota  sugli  integrali  comuni  a  molti  pro- 
blemi di  Meccanica  [Giornale  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  ere,  nuova  serie,  tomo  Vili  (1856),  pag.  472]. 

**)  In  una  comunicazione  fatta  recentemente  (3  novembre  1856)  alla  Accademia  delle  Scienze  di 
Parigi  dal  prof.  Bertrand  [Note  sur  les  intégrales  commutiti  à  plusleurs  problèma  de  mécanique,  et  sur 
la  thèorie  des  courbes  à  doublé  coti/bure,  Comptes  rendus  etc,  t.  XLIII  (1856),  pp.  829-832],  viene  mo- 
strato all'evidenza  essere  soltanto  apparente  la  maggiore  generalità  che  il  prof.  Mainardi  attribuisce 
alla  propria  forinola,  al  confronto  di  quella  del  distinto  geometra  francese. 
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nel  secondo  caso  considerato  dal  sig.  Bertrand.  Parmi  non  improbabile  che  i  Membri 
di  questo  Corpo  Scientifico,  i  quali  hanno  quelle  cognizioni  di  meccanica  pratica  od  in- 
dustriale che  a  me  mancano  e  che  a  loro  invidio,  abbiano  già  incontrato  in  qualche 
macchina  un  congegno  simile  al  descritto;  ad  ogni  modo  io  credo  evidente  per  tutti 
la  fisica  possibilità  del  medesimo.  Aggiungerò  da  ultimo,  che,  siccome  la  funzione  delle 
forze  in  questo  caso  è 


U  =  fcangtang-^--}-    /  <?(r)dr, 


dove  h  è  una  costante,  x,  y  ed  r  hanno  gli  ordinarj  significati,  e  9  è  una  funzione 
qualsivoglia,  gli  integrali  che  deduconsi  dalle  equazioni  del  movimento  saranno  comuni 
a  infiniti  problemi,  e  che  fra  questi  integrali  trovasi  appunto  il  secondo  dei  due  dichiarati 
dal  chiarissimo  prof.  Bertrand  come  i  soli  comuni  a  molti  problemi  relativi  al  movi- 
mento di  un  punto  in  un  piano. 

6  novembre  1856. 

[C.]. 


CVII. 
INTORNO  AD  UN  PROBLEMA  DI  STATICA  RAZIONALE. 


Giornale  dW/'I.  R.  Istituto  lombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana. 

Nuova  serie,  tomo  IX  (1857.),  pp.   104-109. 


1.  Considerando  un  sistema  di  forze  di  forma  invariabile  riferito  a  tre  assi  orto- 
gonali, è  noto  che  il  momento  del  medesimo  rispetto  ad  una  retta  qualsivoglia  può 
esprimersi  mediante  un  sestinomio,  nel  quale,  oltre  gli  elementi  che  individuano  la  retta, 
entrano  anche  linearmente  le  somme  algebriche  delle  componenti  delle  forze  del  sistema 
parallele  ai  tre  assi  ed  i  loro  momenti  rispetto  ai  medesimi.  Quindi,  supponendo  co- 
nosciuti i  momenti  di  un  sistema  per  rispetto  a  sei  rette  date,  si  avranno  sei  equazioni, 
dalle  quali  si  potranno  dedurre  i  valori  di  quelle  ultime  sei  quantità,  ed  istituire  ri- 
cerche relative  a  quel  sistema  di  forze  senza  conoscere  individualmente  le  forze  del 
medesimo.  Questo  problema,  il  quale  trovasi  enunciato  in  una  delle  preziose  Memorie 
dell'illustre  Direttore  *)  della  Facoltà  Matematica  dell'Università  di  Pavia,  può  rendersi 
di  soluzione  meno  facile,  e  questa  più  praticamente  utile,  aggiungendo  la  condizione, 
che  le  quantità,  le  quali  entrano  a  formare  i  risultati  di  quelle  ricerche,  sieno  indipen- 
denti dalla  posizione  degli  assi  a  cui  è  riferito  il  sistema,  e  quindi  non  contengano  che 
gli  elementi  necessari  ad  individuare  la  posizione  relativa  delle  sei  rette.  In  questa  Nota 
mostriamo  come  si  possa  soddisfare  a  questa  condizione  nella  ricerca  della  grandezza 
della  risultante  e  del  momento  minimo  del  sistema. 

2.  Supponendo  il  sistema  di  forze  riferito  a  tre  assi  ortogonali,  sieno  X,  Y,  Z  le 


*)  [Gaspare  Mainardi,  1800-1879]. 
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somme  algebriche  delle  componenti  parallele  a  quegli  assi,  ed  Mx,  M  ,  M  i  momenti 
del  sistema  rispetto  agli  assi  medesimi.  Si  indichi  con  Àrr  il  momento  del  sistema  ri- 
spetto ad  una  retta  qualsivoglia,  la  quale  suppongasi  comprendere  cogli  assi  ortogonali 
angoli  di  cui  i  coseni  sieno  ar ,  br,  cr  e  passare  pel  punto  di  coordinate  xr ,  yr ,  \r . 
È  noto  che,  ponendo  per  brevità 


yrar: 


K   =  yt  Cr    Zr^r  >  mr   =    <L,  a  r   Xr  Cr  >  Hr    =    Xr  ^r 

si  ha  la  relazione  : 

(i)  Nr  =  arMx  +  brMy  +  crMK  -f  lrX-\-  mrY -f  n,Z . 

Pongasi  in  questa  equazione  r  =  i,  2,  . . .  6,  e  dalle  sei  che  ne  risultano  si  deducano 
i  valori  di  Mx ,  My ,  M^  ;  X,   Y,  Z  ;  i  quali,  supponendo 

ai     bt     e,     /,     mt     », 

a,     b,     e,     l,     m,     n. 


(2) 


A  = 


da' 


K       db' 


_  SA 

T'~  de 


1   — 


di 


V-r  = 


dx 


8A 
dn' 


(3) 


6  6  6 

AMx  =  ^_xrNr,       LMy  =  y$rNr,       AAf.  =  ^yrA'r. 


Si  osservi  che,  indicando  con  ftrj  la  minima  distanza  fra  le  due  rette  rmi  ed  smi  e  con 
oìrs  l'angolo  compreso  fra  le  medesime,  si  ha  : 

§rj  sen  oìri  =  ar  ìt  -j-  br  mt  -)-  e,  nt  -\-  as  lr  -f-  bs  mr  -j-  cs  nr , 

per  cui,  scrivendo  il  determinante  A  sotto  la  forma 

K     ìni     ni     ai     K     ci 
l     "i.     n.     a.     b.     e. 


A  =  — 


le     mt     n.     a,     b. 
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e  moltiplicando  quest'ultima  per  la  (2),  si  ottiene  : 

a.,    a.,  .  .  .  a.. 


A*  =  — 


a,,    a. 


a,.    a„ 


a-i 


=  —  H, 


essendo  :  ars  =  Sr]  sen  iorl  e  quindi  arr  =  o. 

Così  il  determinante  \  si  può  porre  sotto  le  due  forme  : 


o      o  o      1      o       o 

ai     b2  c2     1,     ni,     n2 

a}     b  cx     /.     m.     h. 

ae     h  ce     h     me     »6 

le  quali,  moltiplicate  fra  loro,  danno  : 


*A?  = 


per  cui,  ponendo  per  brevità 


1  o  o  0  o  o 

l2  ma  n2  a2  b2  c2 

l  m  n  a  b  e, 

h  >»6  »é  a6  b6  C6 


"l, 

a2 

a,    ■ 

•  ■  a< 

al 

a22 

a*i  ■ 

.  .  a 

a. 

a,2 

a»  ■ 

.  .  a 

ae 

a<>* 

%  • 

■  •  a 

A.= 


dH 
da,.  ' 


co.,  in  vece  di  cos  w. 


si  giungerà  facilmente  alla 

Alt  I  — —  1  rappresentando  il  determinante  Alt  nel  quale  agli  elementi  a22,  a2i,  . . .  ,  al6 
si  sostituiscono  gli  elementi  <o22 ,  co2j ,  .  . .  ,  a>26  ;  e  cosi  per  agli  altri.  Analogamente  si 
otterrebbe  : 


i6o 
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od  anche  : 

mediante  le  quali  formando  la  espressione 

K  (K  +  K  +  O  +  K  (\  \  +  v-,  h  +  \  O  +  •  •  •  +  ^  i\  \  +  h  ft  +  \  \) , 

risulterà  eguale  a 
posto  per  brevità  : 

E,   =    N,  4„    +    N>  Ar>   +     •   •  •     +    ^6  46   ■ 

Così  la  espressione 

K  (.\  \  +  fs  k  +  v,  *,)  +  ^  W  +  ri  +  O  +  ■  •  ■  +  ^  <X  \  +  rS  .**  + v,  v) 

si  troverà  eguale  a 

E-(t)+0+£-fe)+-+£-te)' 

ed  analogamente  si  troverebbero  le  altre  quattro  espressioni  della  medesima  specie. 
Se  da  ultimo  si  moltiplicano  quelle  espressioni  ordinatamente  per  Nl ,  N2 ,  . .  .  ,  Nb 
e  si  pone 


0 

Ar, 

N2  . 

.  .  N 

N, 

fln 

ai2  . 

•  •  ai 

N2 

an 

a21  . 

•  •  ai 

K 

a:< 

^,  • 

■  ■  a. 

la  somma  dei  quadrati  delle  prime  tre  equazioni  (3)  assumerà  la  forma 

(4)  „.  =  vfe)  +  vfe)+...+vfe), 

notando  che  v  (  — ^  }  deducesi  da  v  ponendo  nella  seconda  linea  in  luogo  degli  ele- 
menti Nt  ,  aitl  aia,  . .  .  ,  nib  i  seguenti  :  0,  alt  ,  &»I3 ,  .  .  .  ,  ul( ,  e  che 

r2  =  x2  +  r  +  Z\ 
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3.  Osservando  che  il  determinante  «,  si  può  scrivere  sotto  la  forma 
00       o       100 
/.     m.     n,     a,     b,     e. 


si  ha 


K     me      n6     ae     be     C6 


X.  a.  =  — 


1     a1 

"l       ■ 

■  ■  a6 

h          '^.2 

%  ■ 

•  ■  a>6 

h          '„ 

an  ■ 

•    •    «jé 

k        a6> 

%  • 

•     •     «66 

*(*,«, +  p,P,  +  \t,)  =  — <<*„; 


e  quindi  : 

ed  analogamente  : 

z.t  >2  -|-  a2  Xi  -(-  p:  (u.2  -{-  P2  p.t  -f-  y,  v2  — (—  Y2  v,  =  -^I2  >  ecc. 
Dunque,  moltiplicando  fra  loro  ordinatamente  le  equazioni  (3)  e  ponendo 
V  =  XMX+  YMy  +  ZMK, 


si  ottiene  la 
(5) 


Nelle  equazioni  (4),  (5)  è  contenuta  la  soluzione  del  problema  che  abbiamo  fatto  scopo 
di  questa  Nota. 

4.  Se  supponesi  il  sistema  essere  riducibile  ad  una  sola  risultante,  e  coll'indice  7 
indichiamo  la  direzione  della  medesima,  si  ha  : 


e  quindi,  essendo  V  =  0,  si  avrà 


o, 


Nr  =  R*n> 

flx] 

all  ■  ■  ■  al7 

a2l 

an  •  •  ■   al1 

fl7« 

a_2  .  .  .   0„, 
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la  quale  relazione  fra  le  minime  mutue  distanze  ed  i  seni  degli  angoli  compresi  fra 
sette  rette  nello  spazio  fu  già  da  me  ottenuta  col  mezzo  di  considerazioni  geometriche, 
e  pubblicata  nel  voi.  50  del  Giornale  del  signor  Crelle  *). 

6  novembre  1856. 

[C.]. 


*)  Brioschi,  Sur  quelqucs  questions  de  la  gèomUrìt  de  position  [Journal  fùr  die  reine  und  ange- 
wandte  Mathematik,  t.  L  (1855),  pp.  233-238]. 


CVffl. 

SULLA  LINEA  DI  STRINGIMENTO 
DI  UN  SISTEMA  DI  LINEE  A  DOPPIA  CURVATURA. 


Giornale  dell'I.  ~R.  Istititto  Lombardo  di  lettere,  scienze  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana. 
Kuova  serie,  tomo  IX  (  1857),  pp.  400-404. 


L'equazione  caratteristica  della  linea  di  stringimento  di  una  famiglia  di  linee  a 
doppia  curvatura,  determinata  la  prima  volta  dal  professore  Maggi  in  una  Memoria 
pubblicata  nel  giornale  //  Poligrafo  di  Verona  *)  e  recentemente  dal  professore  Bordoni 
in  questo  Giornale  **)  con  un  metodo  che,  meglio  di  quello  del  Maggi,  corrisponde 
alla  definizione  della  linea  medesima,  ammette  alcune  rimarchevoli  trasformazioni,  le 
quali  possono  tornare  di  vantaggio  tanto  nella  ricerca  delle  proprietà  generali  di  essa 
linea,  quanto  per  individuarla  nei  casi  particolari. 

Sia  $  il  parametro  variabile  dall'una  all'altra  delle  linee  del  dato  sistema,  ed  a 
quello  di  un  sistema  di  linee  tracciate  sulla  superficie,  luogo  geometrico  delle  prime. 
Posto 

e=(lr)+---'  '=-c^§f+---'   "=(!t)+---' 

l'arco  s  di  una  linea  qualsivoglia,  tracciata  su  quella  superficie,  verrà  espresso  da 
s'2  =  ex'2  -j-2/a'fi'  -f-  £(i'2; 


*)  Pietro  Giuseppe  Maggi,  Ricerche  sulle  linee  di  stringimento  e  d'allargamento  ;  aggiuntevi  alcune 
considerazioni  meccaniche  ed  idrauliche  [Il  Poligrafo,  t.  VI  (1835),  pp.  3-41  ;  t.  VII  (1835),  pp.  49  93]. 

**)  Bordoni,  Nota  di  geometria  analitica  [Giornale  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  età,  nuova  serie, 
t.  VI  (1854),  pp.  287-301,  420-438;  Memorie  dell'Istituto  Lombardo,  t.  V  (1856),  pp.  265-298]. 
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e  la  equazione  della  linea  di  stringimento  della   famiglia  di  linee  p  =  cost.  risulterà  : 

•  n  2  d#     .     ,,  de  r  df 

v  '  doc  da  J   da 

Si  indichino  con  1,  y-,  v  ;  a,  b,  e  i  coseni  degli  angoli  che  le  tangenti  alle  linee 
fi  =  cost.,  ed  alla  linea  di  stringimento,  nei  punti  di  intersezione  di  questa  colle  prime, 
formano  coi  tre  assi,  e  pongasi 

(2)  la  -{-  y.b  -\-  ve  =  cos  6. 

Essendo,  come  è  noto  : 

1    dx  _    1     dy  1     d^ 

_  fé  d  *  '  fi  da  '  ~  fi  d *  ' 

si  ottiene  la 

di   dx    .    dy.   dy     .     d v   d l  1      /    dj_  ,  d e  \ 

J^Jf^  ~df  at +  aT  aF  _  77r7  v  "^  ~JW)' 

la  quale,  allorquando  si  indichi  con  A  il  primo  membro  dell'equazione  (1),  può  anche 
scriversi  : 

dldx       dy-dy       dv  d^  _      1      [~  f(-.^L_fìl_  ,Ìl\~\ . 

$$M^Wd£~t~d$W~2e>ft~l "1~J\  2'd«       7d«       fcd^J' 

ma,  denominando  r  il  raggio  di  curvatura  della  fi  =  cost.,  ed  w  l'angolo  compreso  fra 
esso  e  la  normale  alla  superficie,  trovasi  facilmente  : 


1        /      df        ,de  de\ 


dove  S  =  fé  g  —  j2  ;  dunque  : 

di  dx    .    du.  dy        dv  dr  ^/  /"§ 

3  ,i  d  e        d  Ji  d  fi        d  fi  d  fi  2  e2 17?         e  r 

e  lungo  la  linea  di  stringimento  si  avrà  : 

,  .  di  dx    ,    dy-  d  v    .    dv  dr        /§ 

(3)  dldT  +  dTdT  +  dTdl  =  77senw- 


Osservando  inoltre  che 


di  dx    .dy-dy    .    d"  d^ 
d^d^^dTdlT  +  dTdT 
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giungasi  alla 

8à       ,    du.  ,    .    dv  /8  rfp  /  sen9 

ed  analogamente  : 

d  ).       ,    5  il  .    ,    3  v  e  sen  0 

5-'z  +  ^-i  +  5~c  —  -?= — sen  w  ; 

da       'a*  d«  ye      r 

per  cui  : 

di        ,    dy.  ,    ,     dv  sen  6  cos 0 

(4)  -7-  a  +   j     *>  +  -j-  c  =  - sen  ai . 

Ora  derivando  rispetto  ad  s  la  equazione  (2),  ed  indicando  con  p  il  raggio  di  curva- 
tura della  linea  di  stringimento,  e  con  /;  l'angolo  intercetto  da  esso  e  dalla  tangente 
la  linea  3  =  cost.,  si  ottiene  : 

dì.       ,    du.  ,    ,     dv       ,    cosh  JO 

-j-  a  4-  -j-  b  -f-  -j—  e  ^ = j—  sen  9  ; 

dj       '    ds       '    05  p  ds 

quindi  per  la  (4)  si  avrà  : 

.         ft  sen  co    .    cos  h  J  0 

sen  y  cos  0 = = —  sen  tì  ; 

r       '       p  ds 

od  anche  : 

.  s  sen  e         d  0     ,    sen  u        „ 

(5)  =  -j--\ cos9> 

v  J  p  ds  r 

per  essere 

cos  /;  =  —  sen  s  sen  fi  , 

rappresentando  e  l'angolo  compreso  dal  raggio  di  curvatura  della  linea  di  stringimento 
e  dalla  normale  alla  superficie. 

Se  le  linee  della   data    famiglia    saranno    rette,  le  equazioni   (3),   (5)    conducono 
alle  note  : 

dldx       dy-  dy        dv  J-  sen  e  dQ 

dldT  +  dT57  +  cT^dT  —  °'      ~7~  ~~  ~d~T  » 

le  quali  evidentemente  hanno  luogo  anche  quando  le  linee  3  =  cost.  siano  geodetiche 
per  la  superficie  da  esse  generata. 

Se  tì  è  costante,  la  (5)  dimostra   essere   pure   costante  il  rapporto   fra  i  raggi  di 
curvatura  geodesica  corrispondenti  delle  linee  3  =  cost.,  e  della  linea  di  stringimento  ; 

e  nel  caso  particolare  che  0  =  — — ,  essere  geodetica  la  linea  di  stringimento. 

Immaginando  tracciate  sulla  superficie  due  altre  serie  di  linee  u  =  cost.,  v  =  cost.. 
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le  quali,  per  maggior  semplicità,  supporremo  ortogonali,  si  ponga  : 

*=(£)+••■■    *-(£)+•- 

E  noto  che,  supponendo 

a'  =  mu    -\-  nv',  $'  =  pu'  -\-  qv',  H  =  in  q  —  tip  , 

si  hanno  le  relazioni  : 

l  H2e  =  Eq7  +  Gp2 ,       H2f=Enq-\-G,np,       Hzg  =  Et?  -j-  Gm2 , 
(6)     l 

ed  anche  le 

„de  de  de  df  df  df  ^dg  dg  dg 

dot.        '  àu       r  dv  dx        J  dtt       r  dv  dx        H  du       r  dv 

per  le  quali  la  equazione  (i)  può  scriversi  : 

Derivando  le  equazioni  (6)  rispetto  ad  »,  ed  osservando  che  per  le  medesime  si  hanno 
le  seguenti  : 

H(fq  -  e  ri)  =  GP  ,        H(e  m  -fp)  =  Eq, 

ottiensi,  dopo  alcune  riduzioni  : 

e  l'equazione  (7)  prenderà  la  forma  seguente  : 

,      dp  dq  p  . 

ossia,  essendo  ^-  =  -^- ,  posto  —  =  r  ,  si  avrà  : 
od         011  q 

dE  dG        r,dE  C2dG  r-(-/c-5''.„dr\ 

U  -=r—  r   -f-  E   -^ G  -^—r  —  E  -^—r  —  2EG  (  £\ hGrr-     =0. 

d«  d/(  dv  dv  \    dv    '  du/ 
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Ora,  se  con  ^  indicasi  l'angolo  compreso  dalle  tangenti  alle  linee  {ì  =  cost.,  u  =  cost., 
e  con  t\  quello  compreso  dalle  tangenti  alle  linee  (ì  =  cost.,  a  =  cost.,  dalle  note  for- 
mule di  Gauss  si  deducono  le  seguenti  : 

cos  ò   .  /E  sen  A  .  I G 

r  scirri    \    g  sen*)   \     g 

e  da  queste  : 

r  =  —  j/^cotang^, 
per  cui  l'equazione  superiore  diventa  : 

i    dE        ,,      1    dG         ,     .       /cos  ^5^        sen^  dty\  j^-^ 
—  -=—  cos  'l  4-  -=  -3—  sen  4-  -4-  2  (  — ^J-  ^ =?-  -^  )  V  £  G  =  0  , 

che  equivale  alla 

aQ/fcosò)         8(j/G"sen«l>)  _ 

Da  ultimo,  indicando  con  y  l'angolo  compreso  dalla  linea  di  stringimento  e  dalla 
v  ==  cost.,  essendo 

cos  <]/  =  sen  (y  —  0)  ,        sen  ■{/  =  cos  (y  —  0)  , 
la  linea  di  stringimento  sarà  rappresentata  dall'equazione  : 

1      rsen(y— 6)3£  ,   cosfr— 6)  d  G ~\  _  sen(y— 6)  8  (y— 0)      cos(y— 9)a(y-6) 


-1 


2fEG[_     1/E      dv  VG       duj  |/£  du  ]/G  dv 

Questa  equazione  può  semplificarsi  nei  casi  speciali,  scegliendo  opportunamente  le  linee 
u  =  cost.,  v  —  cost. 

4  giug110  l857- 

[B.],  [Pa.]. 


CIX. 
SOPRA  I  COVARIANTI  DELLE  FORME  A  PIÙ  VARIABILI 


Atti  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti,   volume  I  (1858),   pp.    1 31-132 


Li  teoria  dei  covarianti  delle  forme  binarie  fece  in  questi  ultimi  anni,  principal- 
mente pei  lavori  del  Cayley  e  dell'HERMiTE,  grandissimi  progressi.  Non  così  può  dirsi 
di  quella  dei  covarianti  delle  forme  a  più  variabili,  sebbene  lo  Schlàfli,  nella  sua  pre- 
giata Memoria  :  Sul  risultante  di  più  equazioni  algebriche  **),  abbia  determinate  le  equa- 
zioni alle  derivate  alle  quali  deve  soddisfare  il  discriminante  di  una  forma  a  più  va- 
riabili ;  il  Sylvester  ***)  abbia  indicato  come  si  potevano  ottenere  le  analoghe  equa- 
zioni per  un  invariante  qualunque  ;  il  Combescure  f)  abbia  effettivamente  determinate 
queste  equazioni  ;  il  Salmon  -j--)  abbia  calcolati  gli  invarianti  della  forma  cubica  a  tre 
variabili,  già  considerati  dall'ARONHOLD  -j-j-f). 


*)  Sunto  di  una  Memoria  presentata  all'I.  R.  Istituto  Lombardo  nella  tornata  del  i°  aprile  1858. 
Questa  memoria  fu  inserita  nel  tomo  I  degli  Annali  di  Matematica  [XLVIII  :  t.  I,  pp.  313-319]. 

**)  Schlàfli,  Ueber  die  Resultante  eines  Systemes  mehrerer  algebi-aischer  Gleìchungen  [Denkschriften 
der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  t.  IV,  2ter  Abtheilung  (1852),  pp.  1-74]. 

***)  Sylvester,  On  the  principles  of  the  calculus  of  forms  [The  Cambridge  and  Dublin  Mathe- 
matica! Journal,  t.  VII  (1852),  pp.  52-97,  179-217]. 

f)  Combescure,  Sur  divers  points  de  la  théorie  des  invariants  [Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées,  t.  XX  (1855),  pp.   337-358]. 

■J-f)  Salmon,  Treatise  on  the  higher  piane  curves  (1852),  p.   184. 

-J-J-J-)  Aronhold,  Zur  Theorie  der  homogenen  Functionen  dritten  Grades  von  drei  Variablen  [Jour- 
nal fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXIX  (1850),  pp.  140-159]. 
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Nella  prima  parte  del  suo  lavoro,  il  Brioschi,  estendendo  con  lievi  modificazioni 
il  metodo  immaginato  dallo  Schlafli  per  determinare  le  equazioni  succennate,  giunge 
ad  ottenere  le  equazioni  alle  derivate,  alle  quali  deve  soddisfare  un  covariante  di  una 
forma  a  più  variabili.  Senz'entrare  qui  nei  particolari  di  questo  metodo,  il  Brioschi 
fa  notare  soltanto  come  esso  sia  preferibile  a  quello  di  cui  fecero  uso  il  Sylvester 
ed  il  Combescure  nel  caso  particolare  degli  invarianti  ;  potendosi  pel  medesimo  ritenere 
affatto  generici  i  coefficienti  della  trasformazione. 

Stabilite  queste  equazioni,  il  Brioschi  ha  potuto  facilmente  estendere  ai  covarianti 
delle  forme  a  più  variabili  un  teorema  relativo  ai  covarianti  delle  forme  binarie,  del 
quale  diede  la  dimostrazione  ed  alcune  applicazioni,  in  una  nota  letta  nell'adunanza  del 
27  marzo   185  6  *). 

Il  teorema  generalizzato  è  il  seguente  : 

11  primo  coefficiente  di  un  covariante  qualunque  di  una  forma  a  più  variabili  è  omo- 
geneo rispetto  ai  coefficienti  della  forma  data,  omogeneo  in  indice  di  un  determinato  ordine 
per  ciascuno  degli  indici,  e  soddisfa  ad  un  determinato  numero  di  equazioni  a  derivate 
parziali.  Gii  altri  coefficienti  dei  covariante  si  ponno  dedurre  dal  primo  mediante  opera- 
zioni di  derivazione. 

Osserva  il  Brioschi  che  varie  altre  proprietà  dei  covarianti  delle  forme  binarie  si 
ponno  dimostrare  sussistenti  anche  per  quelli  delle  forme  a  più  variabili.  Ma  quanto 
gli  parve  principalmente  desiderabile,  fu  di  trovare  per  queste  forme  teoremi  analoghi 
ai  due  fondamentali  nella  importante  teorica  dei  covarianti  associati  delle  forme  binarie, 
dovuti  all'HER  mite  :  questa  ricerca  costituisce  la  seconda  parte  del  suo  lavoro.  Limi- 
tandosi qui  ad  enunciare  i  risultati,  nota  come,  conoscendosi  ni  -f-  1  covarianti  d'una 
forma  ad  m  variabili,  si  potrà  ottenere  mediante  i  medesimi,  una  funzione  omogenea, 
i  coefficienti  della  quale  sieno  altri  covarianti  della  forma  medesima. 

Questa  funzione  omogenea  non  è  che  lo  sviluppo  Tayloriano  della  funzione  che  si 
ha  operando  sopra  uno  dei  covarianti  dati  una  sostituzione  lineare,  i  coefficienti  della 
quale  sono  funzioni  determinate  degli  altri  in  covarianti.  Se  assumiamo,  per  quel  primo 
covariante,  la  forma  stessa,  i  coefficienti  di  quello  sviluppo  si  potranno  uenominare  co- 
varianti associati  agli  altri  m  covarianti.  Finalmente,  il  prodotto  di  un  covariante  qual- 
sivoglia della  forma  proposta  per  una  funzione  determinata  degli  in  covarianti  dati, 
dimostrasi  eguale  ad  una  funzione  razionale,  intiera  dei  covarianti  associati.  Questo  ul- 
timo risultato  manifesta  l'importanza  d' introdurre  la  considerazione  dei  covarianti  asso- 
ciati anche  nella  teorica  dei  covarianti  delle  forme  a  più  variabili. 

[Pa.],  [Pi.]- 


•)  [CIV:  t.  Ili,  PP.  157-141]. 


ex. 

SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


Atti  dell'I.  K.  Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  ed.  arti,  t.  I  (i8s8),  pp.  2;i-2jj. 


Il  metodo  di  trasformazione  delle  equazioni  algebriche  denominato  di  Tschtrxhaus, 
del  quale  precipuo  scopo  si  è  il  diminuire  il  numero  dei  termini  di  una  equazione  al- 
gebrica, acquistò  valore  dopo  che  i  geometri  Jerrard  ed  Hamilton  mostrarono  come, 
mediante  la  introduzione  di  un  conveniente  numero  di  quantità  indeterminate  nella  tra- 
sformata, potevasi  giungere  in  varj  casi  a  quello  scopo  risolvendo,  per  la  determina- 
zione di  quelle  quantità,  equazioni  di  grado  inferiore  della  proposta.  Cosi,  per  esempio, 
dalla  trasformata  di  una  equazione  qualsivoglia  del  quinto  grado,  si  ponno  far  sparire 
il  secondo,  il  terzo  ed  il  quarto  termine  mediante  la  risoluzione  di  una  equazione  del 
terzo  grado.  Di  quale  vantaggio  poi  sia  il  diminuire  il  numero  dei  termini  nelle  equa- 
zioni, o  più  in  generaie  l'ottenere  trasformate  i  coefficienti  delle  quali  soddisfino  a  ta- 
lune equazioni,  in  riguardo  al  problema  della  risoluzione  delle  equazioni,  basti  il  citare 
i  recenti  importanti  risultati  ottenuti  dal  signor  Hermite  nella  risoluzione  delle  equa- 
zioni del  quarto  e  del  quinto  grado. 

Se  non  che  la  calcolazione  dell'equazione  trasformata,  adottando  le  forme  propo- 
ste da  Tschirnhaus  e  da  Jerrard  per  la  funzione  di  trasformazione,  è  talmente  com- 
plicata e  prolissa,  che  quanto  di  più  importante  si  è  dedotto  fino  ad  ora  dalla  consi- 
derazione della  trasformata  può  dirsi  consistere  nella  dimostrata  possibilità  di  giungere 
ad  alcuni  risultati,  senza  che  i  risultati  medesimi  siensi  effettivamente  ottenuti.  È  senza 
dubbio  uno  dei  fatti,  che  caratterizzerà  nella  storia  dell'analisi  l'epoca  presente,  l'impor- 
tanza che  attaccano  in  oggi  i  geometri  alla  ricerca  di  metodi  generali  pei  quali  venga 
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a  semplificarsi  la  esecuzione  delle  operazioni.  L'algebra  superiore  deve  a  questi  metodi 
molti  dei  suoi  recenti  progressi,  e  noi  crediamo  debbasi  fra  questi  annoverare  la  nuova 
forma  analitica  proposta  dal  signor  Hermite  *)  per  la  funzione  di  trasformazione  delle 
equazioni,  in  quanto  che  essa  apre  l'adito  a  calcolare,  mediante  un  metodo  generale, 
sia  i  coefficienti  della  trasformata,  sia  alcune  funzioni  dei  medesimi,  quali  sarebbero  gli 
invarianti  ed  i  coefficienti  dei  covarianti  della  trasformata  medesima.  Questo  metodo 
di  calcolazione  è  lo  scopo  del  presente  lavoro. 

Riassumiamo  brevemente  le  parti  principali  di  esso  nei  tre  seguenti  teoremi  : 

i°  Una  funzione  qualsivoglia  dei  coefficienti  della  trasformata  (mediante  la  fun- 
zione dell'HERMiTE)  di  una  equazione  dell'  nm°  grado,  soddisfa  ad  n  equazioni  a  deri- 
vate parziali  del  primo  ordine  lineari  (n°  2). 

2°  Se  questa  funzione  dei  coefficienti  sarà  omogenea  in  indice,  e  quindi  risulterà 
una  funzione  omogenea  delle  ;;  quantità  indeterminate  componenti  la  funzione  di  tra- 
sformazione, i  coefficienti  delle  varie  potenze  e  prodotti  di  queste  indeterminate  in 
quella  funzione  omogenea  sono  dipendenti  gli  uni  dagli  altri  ;  cioè,  supposto  cono- 
sciuto uno  di  essi,  se  ne  deducono  gli  altri  con  semplicissime  operazioni  (nc  3). 

30  Se  la  funzione  dei  coefficienti  della  trasformata  che  si  vuol  calcolare  sarà  un 
invariante  di  essa,  il  coefficiente  della  più  alta  potenza  di  una  delle  indeterminare  è  e- 
guale  al  prodotto  dell'invariante  della  stessa  forma  rispetto  ai  coefficienti  della  equazione 
proposta  per  una  potenza  del  primo  coefficiente  della  medesima.  Analogamente  se  la 
funzione  dei  coefficienti  della  trasformata  sarà  coefficiente  di  un  covariante  (n°  4). 

1.  È  noto  che  una  equazione 

(1)  o(.v,  1)  =  (a0,  ai  ,  a2 ,  ...  a„)(x,  1)"  =  0 

può  essere  trasformata  mediante  la  sostituzione  ^  =  J/  (x)  in  un'altra  dello  stesso 
grado  : 

(2)  /(?,  i)  =  (A0,A„A,,...  An)k,  1)-  =  o. 

Indicando  con  co,  e , ,  ...  cn_t  n  quantità  indeterminate,  la  forma  proposta  dal  signor 
Hermite  per  la  funzione  y  (.v)  è  la  seguente  : 

y  (x)  =  aocr_l  -\-  (aox  -f-  «fl,)^„_2  -f-    tf0*2  +  na,  x  H a2    £„_,  ~t"  "  *  " 

■  •  •  -f-  (aox"_I  -\-  na^  x"~2  -(-■••+  »<*„_,)  co  , 


*)  Hermite,  Sui  quelques   tlìéorimes  d'algebre  et  la   résolution   de  l'équution   du   quatriìme  degri 
[Coraptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  961-967]. 
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per  cui  indicando  con  x,  ,  x2,  ...  xn  le  radici  della  (i),  e  con  ^  ,  l2 ,  ■  ■  ■  \„  quelle 
della  trasformata  (2),  si  avrebbero  le 

,    _    <?(*)  ,    _    ?(*)  ,    _    ?(*) 

1         X  X  x  —  x2  X  —  xn 

purché  si  pongano  nei  risultati  della  divisione  le  en_l  ,  cn_2 ,  . . .  c0  in  luogo  di  x"~' , 


2.  Denoteremo  con  P,  Pm  i  simboli  di  operazione 

^-         'od,  ^-  pr       '    aai 

essendo 

^ =(r  —  m  +  i)P— ,&«—.«,  +  (r  —  '"  +  3)P™_1P,+,  a,„-2  ar^  H 

'  '  "    ~T~   0'  ~T"    '"    l)PoPr^m-i  aoar+m-i  > 

_  n(n  —  1)  ...  Q  —  5  +  1) 
"'  1.2.3   •  •  •  5 

Sia  »  una  funzione  qualsivoglia  delle  Av ,  A2 ,  ...  AK  ;  essa  soddisfa  alle  equazioni  : 
(3) 


nella  seconda  delle  quali  m  può  assumere  i  valori     o,  1,  2,  ...  («  —  1)  e  si  è  posto  : 

Yr    =   Pm  am  C,l-r_,    ~T~  Pm+1  Ùm+1  C«-,-t   ~t~      '   '    '     "T"   P„  fl„  C,n-,-i    > 

5r  =  «<,£„_,_,  -j-  pl  a,  c„_T_2  -j-  •  •  •  -f-  />,„_,  «„_,  c„_m_r . 

E  evidente  che  allorquando  a  sarà  una  funzione  delle  differenze  delle  radici  ^,  ^2,  ...  ^n, 
e  quindi  se  u  sarà  un  invariante,  un  coefficiente  di  covariante,  ecc.,  della  (2),  risulterà 
indipendente  dall'indeterminata  cn_1  ,  per  cui  dovrà  porsi  nei  secondi  membri  delle  e- 
quazioni  superiori  3 =  o  .  In  questo  caso  la  prima  di  esse  equazioni,  e  la  seconda, 
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nella  quale  facciasi  m  =  2,  diventano  : 


d  u        V-1  d  ti 


Z_  '  da,        Ar-  oc. 


quindi,  se  nella  funzione  11  poniamo  in  luogo  di  cn_2 ,  cn_. ,  ...  co  ordinatamente 
x"~z,  x"~' y,  ...  y"~2,  si  ottiene  un  covariante  della  forma  <p(x,  y). 

3.  Suppongo 

V  n?  r  1    t      r 

"  =  2_  nr0nr,  ...n^,  [r°'  r"  -  r-J«-,e."  -  c- ' 
Oc  +  r,  +  ■  •  ■  +  r_,  =  ?)  . 

Sostituendo  nella  prima  delle  equazioni  (3),  trovasi  che  fra  i  coefficienti  sussiste  la 
prima  relazione  : 

P([r0,  rt,  ...  rn_J)  =  ro[r0  —  1,  rx  -f-  1,  ...  '„_,]+  2f,  [ro,  r,  —  1,  r2-f- 1,  ...  rn_2]  -|-  — 

••■    +(»—  0r«-,[ro>    r,>    •••    r«-2—  x»    r«_i  +  !]• 

Inoltre,  ponendo  per  brevità  : 

\  =Pmamrs-i  ["•  ''•-•  —  X>   'j-!-  X»   •■•]  "I-  Am-i  fflm+i  fi-2  ["•  rS-z  ~"~   *>  rs-i  >  r<  "I"   !  >  — ]  ~f~  '" 
■■■+P„a,:r„,-„-s-A-  '—«-,—  *>   -   r,  +  I»   -]» 

^  =aorm+j_i[...  »"„_„_,  —  1, ...  rs-\-i,  —]-\-p,  a, rm+,_2[—  rm*,_2 —  1,  —  r,  +  1  >•••]  +  "" 

•  •  ■  -\-  pm_x  am_,  rs  [r0y  flt  •■•  r„_,]  > 
si  avranno  le  ti  —  1   relazioni  : 

?„(['-„>  rt,  ...  r„_,])  =  5  («,  -  n  +  5)),  +  |f(>  -  m  +  S)p,  • 

Queste  relazioni  sono  evidentemente  in  numero  maggiore  delle  necessarie  a  determi- 
nare i  coefficienti  [ro ,  r, ,  ...  rni] ,  supposto  noto  uno  di  essi.  È  poi  chiaro  come  si 
potrà  nei  casi  particolari  determinare  facilmente  il  coefficiente  della  più  alta  potenza 
di  e    .  . 
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4.  Il  coefficiente  di  c'n_z  nella  calcolazione  di  Ar  trovasi  essere 

[a,           .   r(r—  i)    2  a\  ..       ...    ,_,  ar~'      .  ,       Nr   ,  a'     ~| 

ar  —  rn—ar  t-\ — i n  — f«,    —  ■••  +(—  i)     ni     ~-r«,+  C—  0  «  — rO.    \. 
a0    '-'  '         2  flo  lv      ;  ar~'    '  '  v       '      acr  °J 

Ora  la  espressione  fra  parentesi  è  eguale  al  coefficiente  di  x""  nella  funzione 

i    a  —  il  — -  .   I  I  ; 

'V  ao  / 

quindi  se  n(A0,  At,  ...  An)  è  un  invariante  di  grado  m   della  f(x,  y),  si  avrà  che 
il  coefficiente  di  e  2  ,    del  medesimo  sarà 


ao    '      "  (ao  >  ai  y  ■  ■  •  'O  > 

e  se  u(A0,  At  ,  ...  AJ)  è  primo  coefficiente  di  un  covariante  della  f(x,y),  di  grado 
m  rispetto  ai  coefficienti  e  di  grado  p  rispetto  alle    variabili,   risulterà  il  coefficiente  di 

c„-2        eguale  ad 

tW«-2'-?1     ,  . 

ao  u  (a0 ,  ai  ,  .  .  .  aj  . 

22  luglio  1858. 

[Pa.],  [Ca.]. 


CXI. 

SUL  METODO  DI  KRONECKER 
PER  LA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  DI  QUINTO  GRADO. 


Atti  dell'I.  R.  Istituto  lombardo  di  sciettze,  lettere  ed  arti,  tomo  I  (1858),  pp,  275- 


Nella  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche  presentasi  una  classe  di  equazioni  di 
grado  pari,  per  le  quali  ha  luogo  la  singolare  proprietà,  che  le  radici  quadrate  delle 
radici  delle  equazioni  medesime  sono  legate  fra  loro  da  un  numero  di  relazioni  lineari 
eguale  alla  metà  del  grado  dell'equazione. 

Questa  proprietà,  annunziata  da  Jacobi  fino  dal  1828  per  le  equazioni,  di  cui  le 
radici  sono  i  valori  del  moltiplicatore  per  una  trasformazione  d'ordine  numero  primo, 
e  per  quelle,  di  cui  le  radici  sono  i  prodotti  dei  moltiplicatori  pei  rispettivi  moduli  di 
trasformazione,  non  era  stata  sino  ad  ora  estesa  ad  altre  equazioni,  né  erasene  fatta 
applicazione  veruna. 

Il  memorabile  risultato  ottenuto  dall'  Hermite  intorno  la  risoluzione  delle  equa- 
zioni di  quinto  grado  mediante  l'abbassamento  dell'equazione  modulare  del  sesto  grado, 
mi  suggerì  l'idea  dell'abbassamento  di  quelle  equazioni  del  sesto  grado  che  godono 
della  proprietà  suddetta,  ed  in  due  articoli  inseriti  negli  Annali  di  Matematica  *),  di- 
mostrai come  questo  abbassamento  possa  effettuarsi,  non  solo  mediante  funzioni  for- 
mate colle  radici  di  quelle  equazioni,  come  quelle  di  Hermite  lo  erano  colle  radici 
dell'equazione  modulare,  ma  anche  mediante  le  radici  quadrate  delle  medesime  funzioni. 
L'abbassamento  di  quelle  equazioni   conducendo  a  differenti  forme  di  risoluzione  delle 


•)  [XLIX:  t.  I,  pp.  321-324  e  IH:  t.  I,  pp.  335-340- 
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equazioni  del  quinto  grado,  può  in  certa  guisa  farsi  dipendere  la  risoluzione  di  questo 
problema  dalla  proprietà  scoperta  da  Jacobi  per  quella  specie  di  equazioni  di  grado  pari. 

Nella  tornata  del  14  giugno  del  corrente  anno,  il  signor  Hermite  dava  comuni- 
cazione all'Accademia  francese  di  una  lettera  di  Kronecker  *),  nella  quale  questo  geo- 
metra annunziava  essere  giunto  da  due  anni  alla  risoluzione  diretta  delle  equazioni  di 
quinto  grado  col  mezzo  di  una  risolvente  di  sesto  grado,  risolubile  per  funzioni  ellit- 
tiche ;  e  faceva  conoscere  tanto  la  forma  delle  sei  funzioni  delle  radici  dell'equazione 
di  quinto  grado,  radici  della  risolvente,  quanto  la  forma  della  risolvente  medesima. 

Nella  presente  Nota  espongo  alcune  considerazioni  atte  a  rischiarare  questo  metodo 
diretto  di  soluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado,  il  quale  non  dubito  classificare 
fra  le  principali  scoperte  recenti  d'analisi. 

I  coefficienti  di  una  qualunque  delle  equazioni  di  sesto  grado,  le  quali  godono 
della  proprietà  enunciata  più  sopra,  sono  funzioni  razionali,  intiere  di  tre  quantità,  di 
tal  forma  che,  annullandosi  una  di  queste  quantità,  si  annullano  tre  fra  quei  coeffi- 
cienti, e  mediante  una  opportuna  trasformazione  può  ridursi  la  equazione  quadrinomia 
risultante  ad  avere  tre  coefficienti  numerici,  ed  un  solo  coefficiente  funzione  delle  altre 
due  quantità  (§  I).  La  teorica  delle  funzioni  ellittiche  offre  varie  equazioni  particolari, 
per  le  quali  la  suddetta  quantità  è  nulla,  e  quindi  sono  riducibili  a  quella  forma  qua- 
drinomia avente  un  solo  coefficiente  funzione  del  modulo  (§  II).  Se  quindi  per  le  e- 
quazioni  di  quinto  grado  potrà  ottenersi  una  risolvente  di  sesto  grado,  la  quale  abbia 
quella  forma  quadrinomia,  eguagliando  l'unico  coefficiente  non  numerico  della  mede- 
sima al  coefficiente  funzione  del  modulo  di  una  di  quelle  equazioni  particolari,  si  avrà 
una  equazione,  mediante  la  quale  si  determinerà  il  valore  del  modulo  in  funzione  dei 
coefficienti  dell'equazione  proposta  del  quinto  grado. 

La  questione  è  così  ridotta  a  trovare  una  risolvente  di  sesto  grado  della  forma 
suddetta.  Le  radici  di  questa  risolvente,  oltre  alle  condizioni  generali  per  una  risol- 
vente qualunque,  dovranno  evidentemente  soddisfare  a  due  condizioni  particolari,  cioè: 
i°  dovrà  verificarsi  per  esse  la  proprietà  di  Jacobi,  più  volte  rammentata;  2°  dovranno 
annullare  quella  quantità.  Ora  il  signor  Kronecker  giunse  ad  individuare  sei  funzioni 
delle  radici  di  una  equazione  qualunque  del  quinto  grado,  delle  radici  quinte  dell'unità, 
e  di  una  quantità  indeterminata,  funzioni  cicliche  rispetto  a  quelle  prime  radici,  le 
quali  appunto  verificano  la  prima  condizione  (§  III).  Di  più,  quelle  funzioni  condu- 
cono, per  soddisfare  alla  seconda  condizione,  ad  una  equazione  del  secondo  grado  ri- 
spetto a  quella  indeterminata,  i  coefficienti  della  quale  essendo  funzioni  a  due  valori 
delle  radici  dell'equazione  di  quinto  grado,  sono,  per  un  noto  teorema,  irrazionali  del 


*)  Kronecker,  Sur  la  résolution  de  l'tqualion  du  cinquième  degré  [Comptes  rendus   des    séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  1150-1152]. 
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secondo  ordine  di  funzioni  dei  coefficienti  dell'equazione  proposta.  In  questo  modo, 
soddisfatte  quelle  due  condizioni,  la  risolvente  dovrà  avere  quella  forma  quadrinomia 
particolare,  e  quindi  essere  risolubile  per  funzioni  ellittiche. 

SL 

Se  le  radici  ^  ,  ^2 ,  ...  ^6  dell'equazione 

(0  *?  +  «,*,  +  «,<l  +  ■■■  +ab  =  o 

sono  legate  fra  loro  dalle  tre  equazioni 

l  fo  +  V^  + 1^4  +  Vi,  -h  1/u  =  VI*,  . 

w  ]  vi,  +  ^ykj  +  *4f?4 + «y^ + «3yi"« = o , 

■(  Vi2  +  *3  ^  +  «  iT4  +  *4 1'^  +  «2  f^  =  0 , 

nelle  quali  a  è  una  radice  immaginaria  dell'equazione  xs  =  i,  ponendo 

VÌI,  =  5^o,  fc  +  tff^  +  a'  ^  +  x2^  +  «V£  =  54  , 

^s  +  «  1^,  +  **  J^4  +  *'  Yts  +  *4  Vì6  =5^2, 
si  trovano  pei  coefficienti  at  ,  a2,  ...  i  seguenti  valori  *)  : 

L  «,  =  —  10^/ ,         aa  =  35  yT  ,         a   =  —  60  A}  -j-  io  5  , 

(3)  < 

(fl4  =  55^4  —  30J5,      «s  =  —  26^  +  30^.6  —  C,       a6  =  5  (i4J  —  5)1 , 

essendo  ^/,  5,  C  funzioni  delle  ^40 ,  Ai ,  A2. 
Se 

^=^  +  ^,4=0, 

l'equazione  (i)  prende  la  forma  quadrinomia 

(4)  ?+ioB?-C^+5B*  =  o, 

la  quale,  ponendo  %_  =  yyB,  diventa 

>  +  io)'  — B^y  +  s  =  <>> 

nella  quale  si  ha  un  solo  coefficiente  non  numerico. 


*)  [LII:  t.  I,  Pag.  336]. 
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§n. 

La  teorica  delle  funzioni  ellittiche  fornisce  varie  equazioni  di  sesto  grado,  le  cui 
radici  soddisfano  alle  condizioni  (2),  Indicando  con  x  il  moltiplicatore  nella  trasforma- 
zione di  quinto  ordine,  con  >-  e  k  i  moduli,  e   ponendo  }^X  =  v,  yT=  u,  —  =  p  , 

u 

dimostrasi  *)  che  i  sei  valori  di  ciascuna  delle  quantità 

x  ,         x  pa ,         X  p4 

soddisfano  alle  equazioni  (2),  e  quindi  le  tre  equazioni  che  hanno  per  radici  quei  tre 
sistemi  di  valori  avranno  la  forma  della  (1).  È  noto  che  quelle  tre  equazioni  deduconsi 
dalla  (1)  ponendo  : 

A=i,        B  =  o,        C  =  —  2*k2k'2, 

k' 4 
A  =  1  ,        B  =  o,        C  =  16 -p- , 

A=i,        B  =  o,        C=2"~. 

Vedesi  facilmente  che  i  sei  valori  della  quantità 

x  (a  -f  b  p  +  e  p2)2 , 

nella  quale  a,  b,  e  sono  costanti,  soddisferanno  pure  alle  equazioni  (2),  per  cui  l'equa- 
zione che  ha  per  radici  quei  sei  valori  avrà  la  forma  della  (1).  Ora  il  coefficiente  del 
secondo  termine  in  questa  equazione  risulta    —  io[(fl  -j-  e)2  -f-  b2],    quindi  pei  valori 

(3)  si  avrà  : 

A  =  (a  +  cY  +  rt 

e  supponendo  a  —  —  e,  b  =  0  sarà  A  =  o.  Dunque  la  equazione  di  cui  le  radici 
sono  i  sei  valori  della  quantità 

*o  —  ?y> 

sarà  della  forma  (4).  Ciò  avrà  pur  luogo  per  quella  di  cui  le  radici  sono  i  sei  valori 
della  quantità 


A'(l  p'2)2  ,       pOStO       p' 


4 

Vk' 


*)  Brioschi,  Sur  divtrses  èquations  analogues  aux  équotions  modulaircs  dans  la  théorie  dei  fonctions 
elliptiques  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadèmie  des  Sciences,  t.  XLVII  (1858),  pp.  337-341]. 
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Cosi,  affinchè  risulti  A  =  o  nell'equazione  di  cui  le  radici  sono  i  sei  valori  della 
quantità 

*(«  +  b?z  +  c?'y> 

dovrà  essere  : 

a1  -f-  b2  -j-  cz  -f-  2  a  b  -\-  2  a  e  —  ibe  =  0; 

e  la  equazione  che  ha  per  radici  i  sei  valori  di 

*(P2  +  P'T 

sarà  in  conseguenza  della  forma  (4). 

Dalle  formole  di  trasformazione,  ponendo 

sn2  2  w  =  r  ,         su2  4  w  =  s , 
si  hanno  le 

.  V  »  ,a       (1-0(1-0 


(1  —  *V)(i  —  *"*)'  (1 -/e20(i  — ^0' 

quindi  : 

F(i  -Q(i -Q  +  y 

P  ~rP    —      (1  —  *'r)(i  —  4*0       ' 

ma,  per  le  formole  dell'addizione  : 

dunque,  sostituendo  : 


5(1  —  fr)(i  —i's)' 
n  /•*_!_   '*v  —  (^  —  Q'  _  (  cn  2  m  cn4o>  \2 

u;  ne  -r-  p  ;  -  (j  _ ,-)(!  -  0  -  V^m^       cir^r;  ■ 

Analogamente  trovansi  le  due  formole  : 

I       ,           ,n,        /  cnc2w          cnc4w\2 
l     x(i  —  p)   =( 3— }. 

1  \  cnc4(o  cnc2w  / 

(0 

I      ,  ,-,         n,        /dn2(o  dn4o)\2 

f  x  (p     —  1 Y  =  (  — — — 5—1 —  I  , 

\  \  dn4co  dn2w  / 

dalle  quali  e  dalla  (5)  deduconsi  le 

1  —  p2  _  p'2—  1 


*y  A-p 

la  prima  delle  quali  è  l'equazione  modulare. 


=  P2  +  P'2» 
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Le  equazioni,  le  radici  delle  quali  sono  i  sei  valori  delle  quantità  (5),  (6),  otten- 
gonsi  ponendo  ordinatamente  nella  (4)  : 


(7) 

la  seconda  delle  quali  deducesi  dalla  prima,  mutando  k  in  -77  . 

§  in. 

Sopra  una  classe  di  risolventi  dell'equazione  di  quinto  grado. 

1.   Se  con    /Yx.  indicasi   per    brevità    la    quantità  \f^t  -f-  YÌt  -f-  ■■■  -\-V£6,    la 
prima  delle  equazioni  (2)  equivale  alla 

(8)  X  ^=  (l  +  fÒ  ^  =  2  (1  +  a2  +  «0^  • 

Questa  equazione,  alla  quale  devono  soddisfare  le  f^j,  1^,  .  .  . ,  suggerisce  per  le  me- 
desime la  seguente  espressione  :     * 

(9)  fi  =  cr  +  «'0  +«)*,■ 

La  condizione  (8)  sarà  quindi  soddisfatta,  se 

S^C  +  a2(i  +  a)£  *  =  2[e,  +  b,  +  a2(i  +  «)CJ, 
ossia  se 
(io)  y  c  =  2  (ct  -f-  ^,)  »  y  b  =  2Ct. 


Ponendo  nelle  altre  due  equazioni  (2),  per  |/^2 ,  |/^. ,  . .  .  i  valori  dati  dalla  (9),  trovasi 
che  le  medesime  sono  soddisfatte,  se  le  cinque  espressioni 

*,  +  *,  +  *,.        e,  +  *4  +  *„        C4  +  *s  +  *3'        c,  +  *«  +  *4.        ««  +  *,  +  *, 

sono  eguali  fra  loro.  Ora,  indicando  con  m  il  valore  comune  a  queste  cinque  espres- 
sioni, sommandole  otriensi  : 

y  e  —  ct  -\-  2y~b  —  2 bt  =  5  in  , 
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dalle  quali,  per  le  (io),  deducesi  essere  m  =  ci .  Dunque,  supponendo 
K  =  7  (c.  +  c4  +  cs  —  c>  ~  c;  ~  c<> 

K=T   (C,  +  Cj  +  C6  —  C,  —  Cj    —   0 
l\    =  7  (C.  +  C6  +  C2  —  Cj  —  f4  — 

Js  =  7  (C.  +  C*   +  C3  —  C4  —  CS  _ 

è6  =  7  (c.  +  e,  +  f4  -  e,  —  c«  — 

le  espressioni  (9)  soddisferanno  a  tutte  le  condizioni  (2).  Per  questi  valori  le  (9)  pren- 
dono la  forma  : 

^,  =  7^0  +  «)(«,  fi  +  c,  +  £,  +\  +  cs  +  0 
^  =  7  «'0  +  «)(<-.  +  ^  /5  ~  c3  +  c4  +  cs  -  0 
^  =  7  «'0  +  «)('.  -  *,  +  «,  t75"  -  c4  +  cs  +  0 

^"4  =  7  «*0   +   «)(«.   +  C*  -  C3  +  C*fì  -  CJ  +  0 

^5    =   7  ^(l    +    «)(«,    +   C>   +   f3    -    C4   +   CS   ZF  -    0 

VTé  =  7  a'(i  +  ")(«,  —  e,  +  c3  +  c4  —  ci  -f-  c6  /j) 


(12) 


e  la  equazione  del  sesto  grado,  di  cui  le  radici  sono  le  £, ,  ^2 ,  . . .  \t 
dell'equazione  (1). 


avrà  la  forma 


2.  È  noto  che  le  sostituzioni,  per  mezzo  delle  quali  si  ottengono  le  1.2.3.4.5  per- 
mutazioni fra  cinque  lettere  x0 ,  x, ,  x2 ,  x  ,  x  ,  sono  tutte  comprese  nei  simboli  : 

\  ■*■  iar-t-b)  /  \  ■*•  {ar+bY +c  / 

essendo  a,  b,  e  numeri  interi  minori  di  5  *).  Per    brevità,  in  luogo    dei   simboli    su- 


*)  Questo  importante  teorema  è  dovuto  al  mio  amico  prof.  Betti  :  Sopra  la  risolubilità  per  radi- 
cali delle  equazioni  algebriche  irriduttibili  di  grado  primo  [Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche  com- 
pilati da  B.  Tortolini,  t.  II  (185 1),  pp.  S-19]. 


(13) 
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periori,  faremo  uso  dei  seguenti  : 

\ar  +  h)>         ((ar  +  i)'  +  c)' 

Ora,  considerando  una  funzione  F  (xe  ,  xt  ,  x2 ,  x  ,  xj  di  quelle  cinque  lettere,  si 
potranno  ottenere  i  120  valori  che  deduconsi  dalla  medesima  per  tutte  le  permutazioni 
fra  quelle  lettere  nel  modo  seguente.  Si  operino  sulla  funzione  F  le  24  sostituzioni  : 

W'    ((20')'    l(2r)'+l)'     \(2ry  +  2)>    ((2r)->  +  3)'    ((2r)'  +  4)' 

(2,)'    ((4r)')'    ((40;+i)'    ((4')i  +  2.)'    ((405+3/'    1(4^  +  4/  ' 

(3r)>    (r3)'        i'-'  +  i)'      (^  +  2)'       U  +  3/'      (t  +  J' 

w)'    1(3')')'   1(30,+  J'   ((30'  +  *)'   ((3^  +  3)'    \(30J  +  4)' 
quindi,  sopra  ciascuna  delle  24  funzioni  ottenute,  si  operino  le  sostituzioni  circolari  : 

(.4)    (;),  (,;,).  (4,).  (4,).  (44); 

in  questo  modo  si  avranno  i  120  valori  cercati. 

Supponiamo  ora  che  la  F  sia  una  funzione  ciclica,  cioè  invariabile  per  le  sosti- 
tuzioni (14):  in  questo  caso  la  funzione  F  non  avrà  che  i  ventiquattro  valori  dati 
dalle  sostituzioni  (13).  Se  quindi  sopra  una  qualunque  di  queste  ventiquattro  funzioni 
si  ripetono  le  sostituzioni  (13),  si  otterranno  ancora  quelle  ventiquattro  funzioni  di- 
sposte in  ordine  differente  ;  e  così  pure,  se  sopra  quelle  ventiquattro  funzioni,  si  opera 
una  qualunque  delle  sostituzioni  (13),  si  otterranno  quelle  ventiquattro  funzioni  dispo- 
ste in  ordine  differente.  Per  esempio,  indicando  con  J, ,  l2 ,  ...  16  ;  m, ,  m2 ,  . . .  in6; 
», ,  «a ,  . . .  n6  ;  pt ,  px  ,  . . .  p6 ,  le  ventiquattro  funzioni  che  si  ottengono  operando 
sulla  F  le  sostituzioni  (13)  della  prima  linea,  della  seconda  linea,  ecc.;  se  sulle  fun- 
zioni medesime  si  opera  la  sostituzione  I  .  . .  j  ,  si  hanno  quelle  funzioni  disposte 
come  segue  : 


p».    p,>   h>    P^   p*> 
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Dal  modo  col  quale  trovatisi  disposte  le  ventiquattro  funzioni  nei  ventiquattro 
gruppi  che  si  ottengono  operando  sulle  funzioni  /,  ,  lz ,  ...  tutte  le  sostituzioni  (13), 
vedesi  facilmente  che,  supponendo 


|Ar  =  mr 


X.  =  l 


Pr, 


se  sopra  le  sei  funzioni  jai  ,  [/.,,...  p6  si  operano  le  dodici  sostituzioni  (13)  della 
prima  e  della  quarta  linea,  si  ottengono  le  funzioni  medesime  disposte  in  ordine  dif- 
ferente e  con  segni  positivi,  o  negativi  ;  ed  operando  sulle  medesime  funzioni  le  altre 
dodici  sostituzioni,  si  hanno  le  funzioni  \  ,  \ ,  . . .  \  disposte  in  varj  modi,  pure  con 
segni  positivi  o  negativi.  Così,  per  esempio,  operando  sulle  [i-t  ,  \i.,,  ...  le  sostituzioni 
(13)  della  prima  e  della  seconda  linea,  si  ottengono  i  due  gruppi: 


1*. 

ia2    ' 

1*5' 

a   , 

u.   , 

ja   ; 

—  X, , 

—  x;> 

—  X  , 

—  x  , 

4   ' 

—  x  , 

-\i 

rS 

K-, 

—  [J-. 

f*s 

la  > 

—  1**; 

—  ''2  > 

X,, 

x  , 

-\, 

—  x  , 

X+; 

1*1 

r1. 

U. 

1*6 

rS 

—  f4  > 

—  \  ' 

X  , 

V 

—  \, 

—  x4, 

x  ; 

^4 

!*. 

—  fV 

a  , 

1*6» 

_  fS  "' 

—  >.  , 

4  ' 

X,  , 

•     \l 

—  X., 

—  x  , 

\; 

a 

1  5 

a 

—  1**. 

a. 

k. 

~  X      , 

X,  , 

X,  , 

—  x  , 

—  x6, 

X2; 

1*6 

u. 

—  r1 

u. 

f*3 

—  tv 

-\, 

xi 

x4 

—  X 

s  ' 

—  \, 

X   . 

5 

Ora,  osservando  al  primo  di  questi  gruppi  ed  alle  equazioni  (12),  scorgesi  tosto  che, 
supponendo  in  queste 

C,  =  lJ;  , 

le  quantità  ?_, ,  £2,  ...  ^6  per  le  sostituzioni  (13)  della  prima  linea  diventerebbero: 


*4> 

\l   ' 

^S  ' 

^2  > 

\6  » 

ti» 

^' 

■Vi   » 

•7 
"v.6  > 

ti» 

<2> 

*4» 

\6  ' 

^1    > 

?*> 

V 

\J  > 

\.j  > 

•V)  »         ">-I    >         ^4  '         ^-6  '         *S   > 

ed  analogamente  le  sostituzioni  della  quarta  linea  darebbero  di  nuovo  le  funzioni 
^  ,  -2 ,  ...  disposte  in  altro  ordine.  Gli  altri  due  gruppi  corrispondenti  alle  sostitu- 
zioni della  seconda  e  della  terza  linea  condurrebbero  a  dodici  modi  differenti  di  di- 
sposizione di  sei  funzioni  y  ,  y,  ,  ...  v6 ,  le  quali  si  deducono  dalle  ^  ,  ^,  ,  .  .  .  ,  so- 
stituendo in  esse  le  X_  ,  X2 ,  ...  alle  <j-1  ,  y-2 , 

Possiamo  in  conseguenza  formulare  il  seguente  teorema  : 

Una  funzione  simmetrica  qualunque  delle  sei  quantità  X.,  ,  ^2 ,  ...   ^6  date  dalle  for- 
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mole  (12),  nelle   quali   suppongasi  cr  =  <J-r ,  non  potrà  avere  che  due   valori  per  tutte  le 
permutazioni  possibili  delle  lettere  x0 ,  xt  ,  ...  x  . 

Quella  l'unzione  sarà  quindi  esprimibile  col  mezzo  di  radicali  del  secondo  ordine 
pei  coefficienti  dell'equazione  di  quinto  grado,  che  ha  per  radici  le  x0 ,  xt ,  . . .  x  . 
Dunque  i  coefficienti  dell'equazione  di  sesto  grado  avente  la  forma  (1),  di  cui  le  ra- 
dici sono  le  £  ,  ^  ,  .  .  .  ,  saranno  esprimibili  per  quelli  di  una  equazione  qualunque  di 
quinto  grado.  Abbiamo  così  ottenuta  una  classe  di  risolventi  della  equazione  di  quinto 
grado. 

3.  Aggiungiamo  un  esempio  assai  semplice  di  questa  specie  di  risolventi.  Posto 

(*o  -   *.)  (*.   —  *a)  Oa   -  *3)  (*;   —  X+)  (*4   -  *o)  =  (°  !   2  3  4)  > 

ed  i,  =  y  (o  1  2  3  4),  si  hanno  le 

H,  =  (0  2  4  1  3)  ,       ^  =  (21403),  \  =  (0  1  2  3  4)  ,  \  =  (2  o  1  3  4)  , 

^  =  (04231),       u   =  (3201  4),  ^  =  (03412),  ^.  =  (31240), 

|t3  =  (10342),       a6  =  (43i2o);  \  =(14023),  X6  =  (42301). 

Ora,  osservando  che  fra  questi  valori  delle  [/., ,  [/., ,  . .  .  ,  \ ,  \,  ...  sussistono 
le  relazioni  : 

2  \    =   P-,   +    ,U-2    +    |*,    +    ft,    +    ,"";    +    f*«  > 

2  *2  =  !*,  +  ft  —  h  +  rS  +  .as  _  (*6  » 

2  *     ==  (*     Lt2  — j—  fi.  —  u.    -f-  u,    -(-  u, , 

2  \   =   ft   +  V-,  —  V-j  +  {%  —   f*s   +  ,"-6  » 
2  \    =   f-,    +   ,a,   +   >a;    —    (*«   +    ."-i    —   1*6  » 

2*6  =  rS  —  rS  +  rS  +  r\  —  .as  +  .a6  > 
posto  cr  =  |*r  ed  /;  =  a2(i  -}-  a),  le  equazioni  (12)  si  ridurranno  alle 

VI  =  K\  +  *fO  =  -|-(a\  +  MT -  fO  • 

Se  con  A  indicasi  il  prodotto  delle  differenze  delle  radici,  cioè  se  supponesi 
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i  coefficienti  di  questa  risolvente  saranno  funzioni  razionali  di  A  e  dei  tre  invarianti 
J, ,  I2 ,  I  di  quarto,  ottavo  e  dodicesimo  grado  della  forma  di  quinto  grado.  Se 
supponesi 

(essendo  ao  il  coefficiente  del  primo  termine  dell'equazione  di  quinto  grado),  si  tro- 
vano per  le  quantità  A,  B,  C,  mediante  le  quali  sono  formati  i  coefficienti  dell'equa- 
zione (1),  i  seguenti  valori  : 

2^  =  /;iA(5p  -  3), 

8£  =  &»A'[j*G>-i)(p+i)2-8?], 

4C=-//'A>.5\9Q1-r-i)\ 

4.  Suppongasi    ora    che  nella  funzione  F  entri  linearmente  una  quantità  indeter- 
minata v,  cioè  sia 

F  =  9  -j-  v$  > 

e  <p,  41  sieno  funzioni  cicliche  di  x0 ,  x  ,  . . .  x  .  Per  quanto  si  è  dimostrato,  i  coef- 
ficienti della  equazione  del  secondo  grado  rispetto  a  v 

*.  +  li  +  •  •  '  +  U  =  °  > 

saranno  irrazionali   del    secondo   ordine   di    funzioni   dei   coefficienti   dell'equazione    di 
quinto  grado.  Determinando  v  per  mezzo  di  questa   equazione,  la  equazione    di   sesto 
grado,  di  cui  le  radici  sono  ^ ,  £, ,  .  . .  ,  avrà  la  forma  (4),  e  quindi  sarà  risolubile 
per  funzioni  ellittiche. 
Poniamo  : 

x0  x]  x\  -\-  v  x\  xs  xz  =  0  I  2  , 

/,  =  0  I  2  -f-   1234-234-I-34O-I-4OI. 

Le  ventiquattro  sostituzioni  (1 3)  daranno  i  valori  delle  24  funzioni  /_  ,  l2 ,  ...  ni  ,  . . . , 
e  quindi  quelli  di  y.t ,  (*2 ,  •  •  •  \  ,  ^2 ,  •  •  •  •  Ora,  fra  queste  ultime  espressioni  si 
hanno  le  relazioni  : 

(*,  +  rS  +  I*.  +  f\  +  P-s  +  Ve  =  20J-,  —  \)  > 

{*,  +  r1»  —  rS  +  lJ;  +  [*s  —  I**  =  2  (f*2  —  >J  , 

P,  —  rS  +  FS  —  P4  +  f-,  +  !\  =  2  fa,  —  'X.)  ,  ecc., 
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quindi,  ponendo  nelle  equazioni  (12)  cr  =  (xr ,  si  avranno  le 

/£=!*,  —  h\. 

Queste  espressioni  differiscono  di  un  fattore  costante  da  quelle  del  signor  Kronecker. 

25  novembre  1858. 

[B.],  [Pa.]. 


CXII. 

RAPPORTO  SOPRA  UNA  MEMORIA 
DEL  GENERALE  GIOVANNI  CAVALLI  *). 


/i.  ndiiimti  ilei  Ti.   Istituto  Lombardo  ili  acienne  e  lettere.  Classe  di  adente  matematiche  e  naturali, 
volume  I  (1864),  pp.    3I-J9. 


Il  motto  degli  Accademici  del  Cimento  comprende  ancor  oggi  l'essenza  del  me- 
todo nella  ricerca  delle  leggi  le  quali  reggono  i  fenomeni  della  natura.  L'illustre  Lamé, 
in  una  comunicazione  all'Accademia  delle  Sciente  di  Parigi  nel  maggio  dell'anno  scorso, 
dalla  considerazione  dei  progressi  scientifici  del  nostro  secolo  era  condotto  a  delineare 
nel  seguente  modo  la  via  da  seguirsi  nella  scoperta  dei  segreti  della  natura  :  osservare 
ed  esperimentare  i  fatti  in  tutte  le  circostanze  realizzabili  ;  coordinare  queste  osserva- 
zioni e  queste  esperienze  in  modo  da  raggrupparle  sotto  un  certo  numero  di  leggi  ;  poi 
coll'ajuto  del  calcolo  diminuire  successivamente  il  numero  di  queste  leggi,  facendole  en- 
trare le  une  nelle  altre,  per  giungere  finalmente  ad  una  sola  legge  principio  parziale 
della  classe  dei  fenomeni  studiati.  Così  pensano  e  lavorano,  egli  aggiunge,  così  hanno 
pensato  e  lavorato  i  nostri  fisici,  i  nostri  chimici,  i  nostri  geologi,  i  nostri  mineralisti. 

Tentando  e  ritentando  osservazioni  ed  esperienze,  ecco  da  più  di  due  secoli  la 
base  unica  di  ricerche  utili  nello  studio  dei  fenomeni  naturali  ;  quella  base  senza  la 
quale  lo  studio  stesso  perderebbe  il  suo  carattere  scientifico,  giacché,  come  disse  benis- 
simo il  mio  egregio  amico  Ausonio  Franchi,  la  scienza  e  la  cognizione  ridotta  in  si- 
stema, quella  cioè  che  muove  da  principi  certi  ed  evidenti,  onde  trae  le  sue  conclusioni  con 
un  ordine  cosi  regolare  e  necessario,  da  poterne  dimostrare  efficacemente  agli  altri  la  verità. 


')  G.  Cavalli,  Sur  la  théorie  de  la  risistanct  statique  et  dynamique  des  solides,  surtout  aux  im- 
pulsions  camme  celles  du  tir  des  cations  [Memorie  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  t.  XXII, 
PP-   1)7-233]- 
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Chi  segue  quella  via  abbandonerà  quindi  ad  altri  lo  scrutare  l'essenza  delle  cose,  né 
si  farà  propugnatore  a  priori  di  alcun  principio  assoluto  ;  per  esso  la  filosofia  naturale 
sarà  il  complesso  di  quei  segreti  strappati  alLi  natura,  ma  strappati  nell'unico  modo 
possibile,  nel  modo  razionale  e  scientifico  che  abbiamo  descritto. 

Ma  un'altra  via  fu  anche  seguita  nelle  ricerche  fisico-matematiche.  Per  essa,  sono 
parole  di  Lamé,  5;  parie  da  un  principio  parziale  ipotetico,  posto  a  priori,  preso  a  pre- 
stito da  una  teoria  prossima,  0  che  l'insieme  dei  fenomeni  sembra  additare  ;  il  geometra  sot- 
topone questo  principio  alla  prova  analitica  della  spiegazione  dei  fatti,  allo  scopo  di  porre 
a  confronto  i  numeri  così  calcolati  con  quelli  che  sono  dati  direttamente  dall'osservazione 
e  dall'esperienza,  e  di  poter  dedurre  dalle  loro  coincidenze  0  dalle  loro  differenze  la  verifica- 
zione od  il  rifiuto  del  principio  ammesso. 

Sarebbe  indubbiamente  opera  utile  l'instituire  per  i  varj  rami  della  fisica  un  paral- 
lelo fra  i  progressi  ottenuti  nei  medesimi,  seguendo  il  primo  metodo  induttivo,  od  il 
secondo  deduttivo  ;  questo  parallelo  condurrebbe  assai  probabilmente  a  provare  che,  se 
il  metodo  induttivo  usato  nella  sua  purezza  diede  buoni  risultati  nella  ricerca  delle  leggi 
colle  quali  sono  governati  alcuni  fatti  fisici  prodotti  dalla  volontà  umana,  non  può  dirsi 
sia  stato  finora  da  solo  un  potente  ausiliare  ai  progressi  della  fisica  ;  mentre  il  metodo 
deduttivo,  o  meglio  un  metodo  parte  induttivo  e  parte  deduttivo,  condusse  bensì  a 
qualche  risultato  ritenuto  buono  per  alcun  tempo,  e  quindi  abbandonato  per  essersene 
dimostrata  sperimentalmente  l'erroneità,  ma  ha  per  sé,  non  foss'altro,  le  scoperte  di 
Fresnel  e  le  successive,  per  le  quali  seguendo  quell'indirizzo  venne  a  perfezionarsi 
la  teorica  delle  luce.  E  se  questo  fosse  il  risultato  di  quel  parallelo,  dobbiamo  noi  ar- 
guirne che  il  secondo  metodo  sia  più  opportuno,  più  potente  del  primo  ;  oppure  de- 
durre che  lo  stato  delle  nostre  cognizioni  matematiche  si  presta  meglio  all'uso  del  me- 
todo deduttivo  ;  oppure,  anche  che  le  cognizioni  matematiche  necessarie  all'applicazione 
del  primo  metodo  non  sono  ancora  tanto  diffuse,  quanto  lo  dovrebbero  essere  ?  Pren- 
diamo ad  esempio  l'idrodinamica  :  essa  è  una  scienza  sperimentale,  e  come  tale  fu  sem- 
pre considerata  dai  lavori  di  Leonardo  da  Vinci  a  quelli  di  un  nostro  collega  *)  ;  si 
raccolsero  molte  ed  utili  osservazioni,  se  ne  indussero  alcune  leggi,  si  applicarono, 
e  si  ebbero  eccellenti  risultati  ;  eppure  Eulero,  da  una  teoria  apparentemente  prossima, 
l'idrostatica,  prende  a  prestito  un  princìpio  parziale  ipotetico,  l'eguaglianza  di  pressione  in 
tutti  i  versi,  e  stabilisce  le  equazioni  del  moto  dell'acqua  ;  moltissimi  geometri  dopo 
di  lui,  specialmente  italiani,  tentano  dedurre  da  quelle  formole  le  leggi  di  quel  movi- 
mento ;  si  spendono  in  queste  ricerche  tesori  di  ingegno  e  di  tempo,  e  non  un  risul- 
tato pratico  si  ottiene,  o  se  pure  uno  esiste,  è  la  certezza  della  erroneità  di  quelle  for- 
mole a  rappresentare  quel    movimento.  E  notisi  che  le  conseguenze    ottenute   da  esse 


*)  [Elia  Lombardismi. 
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forinole  si  posero  a  paragone  con  quelle  ottenute  dalla  osservazione,  si  dedussero  in 
casi  speciali  alcuni  coefficienti  numerici  di  riduzioni  ;  ma  questi  ultimi  dovettero  modi- 
ficarsi più  e  più  volte,  ed  oggi  ancora  sono  posti  in  contestazione.  Ma,  se  i  soli  risul- 
tati utili  nell'idraulica  si  ottennero  col  metodo  induttivo,  possiamo  noi  dire  d'altra  parte 
che  esso  siavi  stato  applicato  in  modo  completo  ?  Noi  siamo  ancora  ben  lontani  da 
ciò  :  le  osservazioni  sui  nostri  fiumi  sono  ancora  troppo  incomplete  per  poter  intra- 
prendere, anche  sopra  un  solo  di  essi,  un  lavoro  finito,  e  qui,  dove  ebbe  culla  l'idrau- 
lica, siamo  oggi  costretti  ad  invidiare  i  grandi  lavori  condotti  a  termine  negli  Stati  U- 
niti,  ed  a  studiare  in  opere  sul  Mississipi  come  il  metodo  induttivo  possa  soddisfare 
a  tutte  le  esigenze  della  teoria  e  della  pratica.  Una  seconda  specie  di  quisrioni,  nelle 
quali  le  conseguenze  dell'applicazione  dei  due  metodi  possono  dirsi  oggi  conosciute  e 
valutabili,  è  quella  che  riguarda  la  resistenza  che  i  materiali  adoperati  in  generale  nelle 
costruzioni  oppongono  alle  forze  di  trazione,  di  compressione,  di  flessione,  di  torsione 
agenti  sopra  di  essi. 

Leggendo  la  bella  introduzione  storica  al  Traile  analytique  de  la  résistance  dcs  so- 
lides  di  Girard,  ed  i  lavori  più  recenti  di  Tredgold,  Hodgkinson,  Fairbairn,  Mo- 
seley,  Morin,  ecc.,  nasce  spontanea  la  domanda,  come  mai  l'Italia,  alla  quale  per  o- 
pera  del  Galileo  e  del  Grandi  spetta  il  merito  d'aver  dato  origine  alle  ricerche  sulla 
resistenza  dei  materiali,  non  trovasi  rammentata  nelle  discussioni  che  si  fanno  intorno 
alla  lunga  serie  di  osservazioni  e  di  esperienze  eseguite  specialmente  nel  nostro  secolo  ? 
Io  credo  non  ingannarmi,  asserendo  che  tra  noi  non  si  fecero  esperienze  di  qualche 
conto;  vi  fu  bensi  chi  scrisse  di  scienza  di  costruzione  partendo  o  dall'ipotesi  di  Gali- 
leo, o  da  quelle  di  Mariotte  o  di  Hooke,  o  da  un'altra  qualunque;  anche  in  questo 
caso  l'ingegno  non  era  al  disotto  delle  difficoltà  incontrate,  ma  le  conseguenze,  od  e- 
rano  erronee,  o,  per  difetto  di  esperienze,  non  poterono  condurre  a  risultato  numerico, 
solo  utile  nella  pratica. 

Le  ragioni  di  questo  fatto  sono  però  in  buona  parte  evidenti,  e  se  non  identiche, 
certamente  almeno  della  stessa  natura  di  quella  per  la  quale  ponno  trovare  spiegazione 
altri  fatti  analoghi. 

Le  esperienze  sulla  resistenza  dei  materiali  furono  quasi  tutte  intraprese  in  occa- 
sione di  lavori  di  costruzione,  dalle  esperienze  di  Mariotte  nel  1680  intese  a  deter- 
minare lo  spessore  dei  tubi  di  condotta  dell'acqua  allorquando  fu  deciso  che  vi  sareb- 
bero a  Versailles  meraviglie  in  fatto  di  cascate  e  di  getti  d'acqua  *),  fino  a41e  recen- 
tissime dell'instancabile  Fairbairn  sulla  resistenza  che  oppone  il  ferro  all'urto  dei  pro- 
jettili    lanciati   a   grande    velocità   **).    Ora   le   grandi    costruzioni  presuppongono,  od 


*)  L'Ancienne  Acadèmie  des  Sciences,  par  M.    Maury,  pag.  37. 

**)  Fairbairn,  Sur  les  propriètès  du  fer  et  sur  le  degré  de  résistance  au    il  peut  offrir  au  choc 
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una  intelligente  iniziativa  da  parte  del  governo,  od  una-  abitudine  d'associazione  con- 
tratta nel  lungo  uso  di  libertà  politiche  ed  amministrative  ;  e  come  queste  due  circo- 
stanze, all'una  od  all'altra  delle  quali  devonsi  le  principali  costruzioni  della  Francia,  del- 
l'Inghilterra, degli  Stati  Uniti,  non  si  verificarono  per  più  di  quarantanni  in  Italia, 
così  non  si  costrusse,  non  si  esperimento.  Ecco  dunque  quale  è  la  condizione  di  un 
costruttore  fra  noi.  Il  geologo,  il  mineralista,  il  chimico  gli  avranno  fornito,  rispetto 
ai  materiali  di  cui  intende  far  uso,  tutti  quei  dati  dai  quali  riescono  determinate  le  pro- 
prietà di  giacitura,  di  cristallizzazione,  di  composizione  chimica  dei  medesimi  ;  egli  co- 
noscerà perfettamente  qual  posto  i  materiali  stessi  occuperanno  in  una  classificazione 
scientifica  piuttosto  che  in  un'altra  ;  ma,  se  crede  necessaria  alla  stabilità  della  costru- 
zione la  conoscenza  di  quei  numeri  che  rappresentano  la  loro  resistenza  alla  trazione, 
alla  flessione  o  ad  altro  sforzo,  dovrà  ricorrere,  quando  ciò  sia  possibile,  a  tabelle  le 
quali  contengono  risultati  d'osservazioni  e  di  esperienze  eseguite  in  Francia,  in  Inghil- 
terra, negli  Stati  Uniti,  sopra  materiali  di  analoga  specie.  E  non  è  d'uopo  essere  molto 
addentro  nella  pratica  dei  risultati  di  queste  sperienze  per  sentire  una  certa  renitenza 
a  far  uso  dei  medesimi  per  materiali  di  cui  non  siasi  prima  dimostrata  la  perfetta  i- 
dentità  ;  se,  per  esempio,  riflettiamo  risultare  da  recenti  esperienze  *),  che  le  resistenze 
alla  rottura  per  trazione  diretta  in  pezzi  d'acciajo,  ne'  quali  il  grado  approssimativo  di 
carburazione  ogni  cento  parti  sia  0,33;  0,48;  0,63;  0,84;  1,25,  sono  ordinatamente 
rappresentate  da  chilogrammi  47,80;  59,00;  70,80;  86,50;  108,60;  come  potremo 
arrischiarci,  per  quanto  nella  pratica  si  assumano  numeri  di  molto  interiori,  a  ritenere 
applicabili  i  numeri,  che  danno  la  resistenza  dell'acciajo  alla  trazione,  a  qualità  d'acciajo 
anche  poco  differenti  ? 

Dalle  cose  premesse  voi  converrete  con  me,  essere  altamente  lodevole  il  pen- 
siero che  mosse  il  generale  Cavalli  ad  intraprendere  nell'Arsenale  di  Torino  una  se- 
rie di  esperienze  sulla  resistenza  alla  trazione,  alla  compressione  ed  alla  flessione  sopra 
varie  qualità  di  ferro  fuso,  di  acciajo  e  di  bronzo,  allo  scopo  di  riconfermare  alcune 
sue  idee,  intorno  al  limite  di  stabilità,  esposte  in  una  Memoria  precedente  a  quella 
della  quale  oggi  vi  rendo  conto,  ed  allo  scopo  più  speciale  di  applicare  i  risultati  di 
quelle  esperienze  al  calcolo  delle  resistenze  delle  costruzioni  di  artiglieria  destinate  a 
sostenere  lo  sforzo  del  tiro. 

Le  conseguenze  d'ordine  teorico  delle  esperienze  del  generale  Cavalli  ponno  rag- 
grupparsi nel  modo  seguente  : 


des  projectiles  lancés    .i  tonte   vitesse,    Extrait  d'un    mémoire    lu   ù    l'Institul  Rovai    de  I.ondres  datis  la 
séance  du  9  mai   1X62  [Bullctin  de  la  Société  d'Fncouragement,  2me    serie,  t.  X  (186;),  pp.  402-415]. 
')  Vickers,  Sur   la   résistance  de  l'acier   reìativemeni  aux  differenti   proportions  de  carbon   ju'  il 
contieni  [Bulletin  de  la  Société  d'Encouragement,  2me    sèrie,  t.  X  (1863),  pp.  561- 
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i°  In  un  solido  (ferro  fuso,  acciajo,  bronzo)  sottoposto  a  flessione,  osservasi  che 
le  flessioni  sono  distinte  in  due  parti,  le  une  elastiche  (retournantes),  permanenti  (testantes) 
le  altre,  dal  principio  fino  alla  rottura  :  le  prime  riconoscono  la  loro  causa  in  quella 
proprietà  del  solido  che  si  denomina  elasticità,  le  seconde  in  quella  che  chiamasi  dut- 
tilità. Ciascuna  parte  segue  una  legge  differente  ma  regolare,  dal  più  piccolo  carico  a 
quello  producente  la  rottura.  Si  osserva  inoltre,  esistere  un  termine  intermedio  nella 
serie  dei  carichi,  pel  quale  le  barre  sottoposte  a  flessione  cessano  di  sostenere  in  modo 
stabile,  ed  incomincia  in  esse  una  specie  di  stanchezza,  la  quale  va  aumentando  coll'.iu- 
mentare  del  carico. 

2°  La  proporzionalità  delle  flessioni  alle  forze,  o  la  legge  di  Hooke,  ut  tensio  sic 
vis,  sussiste  per  le  sole  flessioni  elastiche  ;  le  permanenti  seguono  un'altra  legge.  Le 
esperienze  eseguite  non  giunsero  a  determinare  questa  legge  ;  giunsero  però  ad  esclu- 
dere che  le  flessioni  permanenti  sieno,  come  suppone  Hodgkinson,  proporzionali  ai 
quadrati  delle  forze.  La  differenza  caratteristica  fra  le  prime  e  le  seconde  consiste  in 
ciò,  che  le  prime  sussistono  sempre  quante  volte  si  carichi  e  si  scarichi  del  peso  il  so- 
lido assoggettato  a  flessione,  mentre  le  seconde  non  si  producono  se  non  oltrepassando 
il  carico  che  le  ha  determinare. 

3°  Ne  consegue  che  il  limite  d'elasticità  ammesso  fino  ad  ora  non  esiste,  l'elasticità 
dei  corpi  essendo  sempre  crescente  sino  alla  rottura.  Ma,  in  suo  luogo,  le  esperienze 
hanno  dimostrato  l'esistenza  di  un  altro  limite,  quello  di  stabilità,  cioè  il  carico  che  il 
solido  può  sopportare  in  modo  stabile,  o  pel  quale  le  flessioni  non  aumentano  col  tempo. 

40  Partendo  dal  fatto  sperimentale,  che  la  resistenza  alla  estensione  per  unità  di 
superficie  sia  differente  dalla  resistenza  alla  compressione,  ed  accettando  in  generale  la 
teoria  di  Navier  rispetto  alla  superficie  delle  fibre  invariabili,  questa  viene  a  modifi- 
carsi, giacche  il  centro  di  gravità  della  sezione  non  coincide  più  col  centro  di  figura, 
intendendosi  per  centro  di  gravità  della  sezione  il  punto  in  cui  la  direzione  della  risul- 
tante di  tutti  gli  sforzi  di  trazione  e  di  compressione  incontra  la  sezione  medesima. 
L'eyes.ione  pel  momento  di  rottura  di  un  solido  a  sezione  rettangolare,  pel  quale 
sia  b  la  larghezza,  /;  l'altezza,  risulterebbe,  per  esempio,  in  questa  ipotesi  : 

■  ,„     PfQ 


3       Vp+vq 

rappresentando  P  la  resistenza  alla  compressione,  Q  quella  alla  trazione  *). 


*)  Il  sig.  Roffiaen,  nel  suo    Traile  sur  la  rèsistanct  des  matèriaux,  pag.  196,  aveva  già  dato  al- 
cune forinole  relative  a  questa  ipotesi  ;  esse  però,  come  dira  «tra  il  generale  Cavalli  nella  sua  M 
non  sono  completamente  esatte, 
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5°  Benché  la  legge  delle  flessioni  permanenti  non  sia  conosciuta,  pure  si  può  de- 
terminare coi  risultati  ottenuti  il  lavoro  totale  elastico,  ed  il  lavoro  totale  duttile  ai  limiti 
di  stabilità  e  di  rottura. 

Non  mi  farò  a  descrivere  la  macchina  costrutta  nell'Arsenale  di  Torino,  colla 
quale  il  generale  Cavalli  eseguì  le  sue  esperienze;  osserverò  solo,  che  per  mezzo  di 
un  ingegnoso  congegno  tutti  i  movimenti  del  prisma  sottoposto  ad  esperienza  sono 
trasmessi  ad  una  matita,  la  quale  traccia  quei  movimenti,  ed  in  dimensioni  molto  mag- 
giori, sopra  una  striseli  di  carta  che  passa  con  moto  uniforme  sotto  la  matita  stessa. 
In  questo  modo  ottengonsi  su  quelle  strisele  di  carta  due  curve,  le  ascisse  delle  quali 
rappresentano  i  carichi,  e  le  ordinate  le  flessioni  elastiche,  o  le  flessioni  permanenti. 

La  permanenza  degli  allungamenti  pel  caso  di  solidi  sottoposti  ad  estensioni,  e 
delle  flessioni  per  solidi  soggetti  a  flessione,  erasi  gii  presentata  ad  Hodgkixson  nella 
numerosa  serie  d'esperienze  da  lui  fatte  sulla  resistenza  dei  materiali,  e  più  particolar- 
mente sulla  resistenza  dei  metalli.  Da  queste  esperienze  risulta,  che  gli  allungamenti 
e  le  flessioni  permanenti  si  producono  dall'applicazione  dei  più  piccoli  pesi  ;  che  i  primi 
si  mantengono  proporzionali  ai  pesi  fino  a  1 5  chilogrammi  per  millimetro  quadrato  ; 
che  oltre  questo  limite  aumentano  assai  rapidamente,  od  in  proporzione  maggiore  degli 
allungamenti  totali  ;  e  che  le  flessioni  permanenti,  come  si  disse  più  indietro,  sono  pro- 
porzionali ai  quadrati  dei  pesi  ;  oppure,  come  risultò  da  esperienze  più  precise,  sono 
proporzionali  alle  potenze  1,88  dei  carichi.  Il  generale  Morin,  nell'ultima  edizione  delle 
sue  Legioni  d  a  pratica,  riferendo  le  esperienze  ed  i  risultati  ottenuti  da  Hodg- 

kixson, osserva  che  forse  in  queste  esperienze  non  si  è  tenuto  conto  di  un  elemento, 
il  quale  può  avere  molta  influenza  sui  risultati  ;  cioè  non  sembra  che  siasi  cercato  di 
ire  se  il  tempo,  il  quale  aumenta  gli  allungamenti  permanenti  allorquando  il  solido 
è  sottoposto  all'anione  del  carico,  non  contribuisca  anche  a  farli  sparire  quando  si  tolga 
il  peso  *). 

Le  esperienze  del  generale  Cavalli  rispondono  a  questa  objezione  di  Morin,  la 
quale  non  sappiamo  però  se  sia  perfettamente  conforme  al  fatto,  giacché  leggiamo  in 
un  importante  lavoro  sulle  ricerche  sperimentali  di  Hodgkinson  **),  che  in  alcune  e- 
sperienze  «  chaque  poids  restali  sur  la  poutre  pendant  cinq  minutes,  et  la  flexìon  pernia- 
tait  prise  deus  fois  :  la  première  une  minute  et  la  seconde  cinq  minutes  apr'es  le 
tment  de  la  poutre  ;  l'expérience  a  démontré  qu'un  plus  long-temps  ne  produit  qu'un 
petit  eh  ai  ileur  de  la  perle  d'élasìicilé  ». 

Rammentando  questa  discrepanza  d'opinioni  intorno  agli  allungamenti  ed  alle  fles- 


*)  Morin,  Ri  matèyiaux,  pag.  11. 

*•)  Hodgkinson,  Recherches  expérimentales  sur  la  résistance  et  ìes  diversa  propriitis  de  la  fonte 
de  fer  [Annales  des  Ponti  et  Chaussées,  3e  sèrie,  t.  IX  (1855),  pp.  1-127]. 
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sioni  permanenti,  non  ebbi  altro  scopo  che  di  dare  una  nuova  prova  dell'importanza 
delle  esperienze  intraprese  dal  generale  Cavalli  ;  unto  più  che,  accettando  anche  le 
considerazioni  pratiche  di  Morin,  il  quale  dice  non  essere  necessario  nella  applicazione 
di  calcolare  a  parte  le  flessioni  permanenti  allorquando  non  si  oltrepassino  i  limiti  di 
stabilità  delle  costruzioni,  pure,  siccome  in  pratica  questo  limite  si  oltrepassa  senza  in- 
convenienti per  tempi  brevissimi,  come  nel  caso  di  allungamenti  o  flessioni  prodotte 
da  impulsioni,  così  è  assai  importante  di  riempire  questa  lacuna,  e  dare  alla  pratica 
formole  semplici  anche  per  questi  casi. 

Accennerò  da  ultimo  ad  alcune  interessanti  quistioni  discusse  col  mezzo  di  quelle 
formole  sul  finire  della  Memoria,  le  quali  riguardano  gli  effetti  della  percossa  dei  pro- 
jettili  sulle  corazze  delle  navi;  ed  in  modo  speciale  la  penetrazione  o  l'azione  perforante 
dei  projettili  :  soggetto  importantissimo,  ed  intorno  al  quale  anche  recentemente  gli  In- 
glesi fecero  a  Schaeburyness  una  lunga  serie  d'esperienze. 

Questo  breve  riassunto  del  lavoro  del  generale  Cavalli  vi  avrà  nuovamente  mo- 
strato a  quanti  problemi  pratici  siano  legad  i  risultati  delle  esperienze  sulla  resistenza 
dei  materiali.  Se  da  una  parte  la  base  sperimentale  per  le  costruzioni  civili  e  per  la 
costruzione  delle  macchine  è  posta  in  quelle  esperienze,  dall'altra  le  esperienze  stesse 
forniscono  i  dati  necessarj  alla  miglior  scelta  dei  metodi  di  offesa  e  di  difesa  ;  e  così, 
mentre  servono  al  progresso  di  tutte  le  arti  che  fioriscono  in  tempi  di  pace,  offrono 
nuovi  mezzi  all'arte  della  guerra. 

Spero  perciò  non  illudermi  nell'esprimere  la  fiducia,  che  esperienze  di  questa  specie, 
sia  nell'uno  o  nell'altro  indirizzo,  saranno  fra  non  molto  intraprese  anche  fra  noi.  Co- 
munque sia,  e  mia  opinione  che  la  Classe  di  sciente  matematiche  e  naturali  dell' I stilalo, 
ringraziando  il  generale  Cavalli  del  dono  della  sua  Memoria,  debba  esprimergli  l'in- 
teresse che  essa  prende  ai  risultati  delle  sue  esperienze,  ed  il  vivo  desiderio  che  le  me- 
desime possano  essere  attivamente  continuate. 

4  febbraio  1864. 

[C.]. 


CXIII. 
SOPRA  UNA  NUOVA  TRASFORMAZIONE  DELL'INTEGRALE  ELLITTICO. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere,  Classe  di  sciente  matematiche  e  naturali, 
volume  I  (1864),  pp.  46-48. 


Sia  11  (x,  y)  una  forma  biquadratica 

u(x,  y)  =  a0x*  -f  4«,xJ}  +  K*Y  +  4*»**'  +  aJ '» 
ed  h(x,  y)  il  covariante  biquadratico  della  medesima,  cioè 

h(x,  y)  =  h0x*  -4-  4/;,x!>'  +  6ba*f  -f-  4*»*jH  +  /;4/» 
essendo 

ho  =  aoa1  —  aj ,        i_  =  -j-  (ao  a }  —  al  aj ,         ... 

È  noto  che  l'integrale  ellittico 

dx 

dove  si  è  posto  per  brevità  »(x)  in  luogo  di  u(x,\),  si  può  trasformare  in  due  dif- 
ferenti modi  nell'integrale 

d\ 
fs\V  —  s\  —  t' 

nel  quale  s,  t  sono  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  della    forma  u.  Nella  prima  tra- 
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sformazione,  dovuta  ad  Hermite  *) ,  si  suppone  : 

u 

nella  seconda,  la  quale  presuppone  la  conoscenza  di  una  radice  dell'equazione  m(x,  v)  =  o, 
si  fa  : 

dh     ,        dh 
x  =  _  Xdx-^ydit 


du    .       du 

d7,~i~ydj, 


xt  :  v,  essendo  il  valore  di  quella  radice  **). 

Lo  scopo  di  questa  Nota  è  di  dimostrare  la  esistenza  di  una  terza  trasformazione 
della  stessa  specie. 

Indicando  con  »'(*)>  u"(x),  m'"(x)  ...  le  espressioni 

1    du  1    d'tt  1     J5  u 

4    dx  '  3.4  dx1  '  2.3.4  dx5  ' 

pongasi  : 

(1)  >  =  i-[»"(x)  +  Vw(x)]; 
si  avrà  quadrando  : 

4  V  —  4>.»"(x)  -f-  m"2(x)  =  a0u(x), 

o  trasportando  tutto  in  un  membro  : 

(a0l  -j-  h0)x2  -f-  2(a,^  -(-  />,).*  -j-  -(aoa   —  a*  -j-  4^fl2  —  4^)  =  °> 
ossia  : 

(2)  [{a\  +  /;o).v  +  a,  1  -4-  &,]J  =  jfl0(4V  —  U  —  0- 

Quindi  la  relazione  reciproca  della  (1)  sarà  la  seguente  : 


posto  : 

f(X)  =  4V  —  A  —  /. 


*)  Hermite,  Sur  Za  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminèes  [Journal  fùr  die  reine  und 
angewandte  Mathemarik,  t.   LII  (1856),  pp.  1-38J. 

**)  Brioschi,  Sopra  una  trasformazione  dell'integrale  ellittico  [LXII  :  t.  II,  pp.  29-34]. —  Recherches 
d'analyse  mathèmatique,  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Brioschi  à  M.  Hermite  [Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVI  (1863),  pp.  659-663]. 
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Ora,  derivando  l'equazione  (i)  rispetto  ad  x,  si  ottiene  : 

111  ,,,,  %    i    ,/~r  "'(*) 

dx  UT'    %(*) 

o  per  la  stessa  (i)  : 

■37  VvO)  =  —  »"  00  «•'"  00  +  fflo  "'  00  + 2  *  «'"  00  ; 

ma  si  dimostra  facilmente  essere 

a0«'(.v)  —  »"(.y);<"'(a:)  =  2(/;0.v  -J-  /;,) , 
quindi  sostituendo  si  avrà  : 

i|  1/^17(7)  =  2  [(a0  A  +  /;0)  -v  +  al  +  /;,] , 

o  per  la  (2)  : 

dx  di 


|/h(x)        V9O)  ' 

La  sostituzione  (1)0  la  reciproca  (3)  conducono  adunque  ad  una  trasformazione 
dell'integrale  ellittico  della  specie  delle  due  già  note.  Evidentemente  saremmo  giunti  ad 
analogo  risultato  ponendo  : 

^  =  {[«"(*)-»/mW], 

ed  in  questa  ipotesi  avremmo  ottenuto  : 

dx  di 

\/7(x)  ~~        f^ÓO  ' 

24  febbraio  1864. 

[Pi.],  [Pa.]. 


CXIV. 

SOPRA  UNA  FORMOLA  DI  JACOBI  PER  LA  MOLTIPLICAZIONE 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  selenio  e  lettere.  Classe  di  scienze  jnatematlclte  e  naturali, 

volume  I  (1864),  pp.    544-349. 


1.  Nelle  pregiate  Memorie  intorno  la  teorica  delle  funzioni  ellittiche,  colle  quali 
Jacobi  nei  primi  volumi  del  Giornale  di  Crelle  preludeva  alla  sua  celebre  opera  Fun- 
damenta  nova  theoria  functionum  ellipiicarutn  *),  si  riscontrano  appena  enunciati  alcuni 
risultamene,  poco  più  che  adombrati,  sebbene  con  mano  maestra,  alcuni  argomenti,  i 
quali,  al  dire  dello  stesso  autore,  dovevano  essere  più  ampiamente  svolti  in  una  seconda 
parte  dell'opera  citata.  Ma  quell'illustre  geometra,  continuamente  occupato,  nella  sua 
breve  e  travagliata  esistenza,  in  nuove  ed  alte  ricerche  in  tutti  i  rami  delle  matema- 
tiche, non  potè  compiere  il  primitivo  disegno,  e  le  accennate  quistioni  formarono  tema 
per  altri  geometri  a  notevoli  lavori  posteriori  ;  fra  i  quali  basterà  citare  quelli  sulla 
divisione  delle  funzioni  ellittiche,  e  la  bella  memoria  dell'HERMiTE  sulla  divisione  delle 
funzioni  abeliane  ;  oltre  i  lavori  più  recenti  sulla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto 
grado,  fondata  sopra  le  proprietà,  in  parte  già  enunciate  da  Jacobi,  per  le  equazioni 
del  moltiplicatore. 

In  una  delle  suddette  Memorie  di  Jacobi,  pubblicata  nel  Giornale  di  Crelle  **), 
oltre  ad  alcuni  risultati  importantissimi    risguardanti  la    trasformazione  e    la    divisione 


*)  Regiomonti,  1829. 

**)  Jacobi,  Suite  des  notices  sur  les  fonclions  elliptiques   [Journal  fùr  die    reine    und  angewandte 
Mathematik,  t.  IV  (1829),  pp.  185-193]. 
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delle  funzioni  ellittiche,  l'autore  osserva  come  le  forinole  per  la  moltiplicazione  di  queste 
funzioni  possano  essere  semplicemente  forma:.  i    di  talune    espressioni   delle 

derivate  di  due  particolari  funzioni  irrazionali  che  egli  assegna  ;  ed  aggiunge,  ad  esempio, 
le  formole  relative  dalla  duplicazione  alla  quintuplicazione.  Sebbene  in  progresso  di 
tempo  ricerche  su  questo  argomento  sieno  state  fatte  da  varj  matematici,  nessuno,  che 
io  sappia,  prese  a  soggetto  di  esse  quel  primo  risultato  ottenuto  da  Jacobi  ;  ed  a  mio 
avviso,  se  esso  fu  dimenticato,  lo  fu  a  torto,  giacché,  come  mostrerò  or  ora,  quel  ri- 
sultato costituisce  quanto  di  più  generale  sia  suro  scritto  sulla  quistioae.  Aggiungerò 
infine  che,  quantunque  in  questo  breve  lavoro  io  non  abbia  di  mira  che  la  moltiplica- 
zione delle  funzioni  ellittiche,  pure  il  metodo  da  me  seguito  nel  completare  quel  primo 
risultato  di  Jacobi,  prestasi  a  consimili  ricerche  sopri  trascendenti  di  più  elevato  or- 
dine ;  il  che  fornisce  una  nuova  prova  di  quanto  gii  dissi  sulla  bontà  della  via  aperta 
da  Jacobi  *). 

2.  Sieno  : 

<p(x)  =  b0  -\-  bt  x2  -f-  b2.\'  -f-  •  •  •  -f-  bB_ì  x1   ~    . 

A  (.v)  =  j/(i_  *')(!-*' a-')  ,        A (*)  =  x  A  ;.v)  ,        B  Oc)  =  -L A  (.v)  . 

Se  supponesi  che  la  equazione 

(i)  f(x)-f(x)AI(x)  =  o 

abbia  2  n  -j-  i  radici  eguali  ad  ,v:,  e  denominasi  y'  I  idice,   si  ha  pel  teorema 

di  Abel  : 

,     \    àx  dy 

ed  evidentemente  l'equazione  (i)  darà  : 

ao 

Ora,  indicando  con 

/">,         f\         AM,         BM, 

le  derivate  d'ordine    r  delle    funzioni  /( v) ,    ?  (.v) ,    A  (  v) ,    B  (x)  .  .  .  rispetto    ad  x2  ; 


*)  Vedi  in  proposito  il  mio  lavoro  :  Sur  qutlques  formula  pour  la  multi  plication  des  fenctions  cllip- 
tiques  [Coraptes  rendus  des  séances  de  l'Acadéraie  des  Sciences,  t.  LIX  (1864),  pp.  769-775]. 
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ponendo 


n(r)  =  1.2.3  ■  ■  •  r  , 


p  =  h. 


A[r)  =  H. 


n(r)T       """       n(r) 

ed  osservando  che,  pei  valori  di  /  (x)  e  di  <p  (x)  : 

/"+«'  =  n  (»  -f  1) ,       fMÌ  =  /"+i)  =  •  •  .  =  o ,        <p' 

dalle  derivate  (n  -f-  i)-esima,  (w -{- 2)-esima,  ...  2 «-esima  rispetto  ad  x1  dell'equazione 
identica 

CO  /w  =  ?w^w 

si  ottengono  le 

H,K  +  H,K-,    +  •  ■  •  +  Hnhs       =  1 , 

.   Hxbn  -{-Hh        +  •  ■  •  +  Hh    =0, 

(3) 


Hn  hn  +  Hw  &_,  +  •  •  •  +  H2n_t  h1  =  o, 


dalle  quali  si  ponno  dedurre  i  valori  di  ht  ,  h2 ,  ...  hn.  Ma  dividendo  l'equazione  (2) 
per  xz,  si  ha  l'equazione  identica 


quindi,  osservando  che 


se  si  pone 


si  otterrà  l'equazione 


-L/(.v)  =  ?(*)*(*); 


n(r) 


BM  =  Kr_, , 


(4)        KX  +  *,*_.  +  •  •  •  +  *„*.  = (    'C'*0  =  e-  ir*  ^r 


Indicando  con  //  il  determinante 

H,     H2      ■  ■  ■  H „ 
H.    H.      ■  ■  •  H 


H     H_.  ■  •  .  H. 


e  con  K  l'analogo  determinante  formato  cogli  elementi  Kl}  K2 ,  . . . ,  il  primo  membro 
dell'equazione  superiore  (4)  moltiplicato  per  H  sostituendo  i  valori  delle  bx ,  h2  . . .  , 

BRioscai,  tomo  HI.  26 
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dedotti  dalle  equazioni  (3),  è  eguale  al  determinante 
K.     K,      ■  ■  ■  K 


H.    H. 


■  H_ 


Hn    Hu„  ■  ■  ■  H2n_ 
ma,  essendo  A  (x)  =  x1  B  (x)  ,  si  ha  : 

(5)  ffr  =  *»Js;  +  jrM; 

quindi  quest'ultimo  determinante  eguaglia  la  espressione 

xJ|"-"^, 

e  la  equazione  (4)  darà  finalmente  la  formola  generale  per  la  moltiplicazione  d'ordine 
dispari  (2«-j-i)  delle  funzioni  ellittiche  : 


(0 


,  V-       -H-.     K 


3.  Per  la  moltiplicazione  di  ordine  pari  2n,  ponendo 

/(*)     =     ll0     +     a,X2    +     a2X'     +       ■■■       +    X2"   > 

?  (x)  =  bo  +  bt  x1  +  bt  x4  +  •  •  •  +  &„_,  x2'"-" , 
supponendo  che  la  equazione 

abbia  2  n  radici  eguali  ad  x2  ed  una  radice  eguale  ad  y\  si  ha  l'equazione  trascendente 

dx  dy 

2>lX(x)-I(yJ' 

alla  quale  corrisponde  la  relazione  algebrica 


y  = 


Ora,  essendo  identicamente 


/(x)  =  9(x)5(x), 
si  hanno  dapprima  le  n  equazioni  : 
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(7) 


si  avrà  la 
(8) 


KK  +  KA-,    +  ■  ■  ■  +  K«-,  K  =  J . 
K<K  +  Kzb„_,     +  •  •  •  -t-K.h,      =0, 

tf„_A  +  #»&«_,  +  •  •  •  +  ^m-A  =  0; 

T1      ,  nT_"      ;  /  »  Y"~"      (      v-.a    n(»~  0 


Ma,  sostituendo  nel  primo  membro  di  questa  equazione  i  valori  di  hn ,  hn 
dotti  dalle  (7),  si  ha  il  determinante 


(-  0- 


x2 

X4 

xlln-l) 

K, 

Kt 

K%      ■■ 

Kn 

K2 

*5 

**     ■ 

•           Kn+l 

K 


K.     K. 


K. 


il  quale,  per  la  relazione  (5),  è  eguale  alla  espressione 
HI    H.      •  ■  ■  H 


H.    H. 


II 


Hn    Hn+l  ■  •  •  #,„_, 

quindi,  indicando  con   U  il  determinante 

K0        K>  ■  ■  ■  K 
K.        K--K 


V\ 


K_  .    K. 


K. 


de- 
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si  dedurrà  dalla  (8)  la 

(9)  y  =  ^-iy^v- 

Dalle  forinole  (6),  (9)  si  deducono  quelle  date  da  Jacobi  nella  Memoria  citata  ;  esse 
sono  per  la  duplicazione  e  la  quadruplicazione  : 

sen.am  a»  =  - -^  ,         sen.am4»  =  X^KJ;_  K])  > 

e  per  la  triplicazione  e  quintuplicazione  : 

1  K,  .  K,  K,  —  K\ 

sen .  am  3  u  =  x*  -=r  ,         sen  .  ani  5  it  =  -  x*     '  „ =1  . 

til  n.l  H   —  H2 

Formole  analoghe  alle  trovate  sopra  si  ottengono  considerando,  in  luogo  delle  espres- 
sioni irrazionali  A  (x),  B  (x),  le     .,  N  ed  „,  N  ,  come  Jacobi  aveva  già  osservato. 
v  J>      w'       A{x)      B(x)  '  J  b 

[B.],  [Pa.]. 


cxv. 

NOTIZIE  BIOGRAFICHE  SULL'INGEGNERE  FRANCESCO  COLOMBANI. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  fetenze  e  lettere,  Classe  di  scienze  matematiche  e  naturati, 
volume  II  (1S65),  pp.   5 1-65- 


Nella  tornata  del  17  novembre  ultimo  scorso,  il  Presidente  della  Camera  dei  de- 
putati annunciava  una  dolorosa  perdita  fatta  da  quell'assemblea  il  dì  innanzi  con  queste 
nobili  parole  : 

«  Un  nuovo  luttuoso  annunzio  io  debbo  dare  alla  Camera.  L'onorevole  nostro 
collega  Francesco  Colombani,  deputato  di  Lodi,  non  è  più  !  Egli  passava  di  questa 
vita  nel  giorno  di  jeri  in  Tromello  di  Lomellina. 

«  Il  mio  dolore,  o  signori,  è  l'eco  del  dolor  vostro.  Chiunque  conobbe  il  Colom- 
bani, lo  amò,  lo  venerò,  lo  pianse  innanzi  tempo  estinto  ! 

«  Quella  sua  ineluttabile  fermezza,  quel  santo  amor  suo  verso  la  patria,  verso 
tutto  ciò  che  era  grande,  giusto  ed  onesto,  quel  suo  sagace  intelletto,  quella  rara  sua 
diligenza  e  cura  nell'esame  dei  più  ardui  temi  sottoposti  al  nostro  giudizio,  quella  sua 
sempre  libera,  sempre  franca,  sempre  generosa  parola,  fecero  del  Colombani  uno  degli 
uomini  più  stimati,  più  degni. 

«  La  sua  memoria  non  sarà  spenta  mai  negli  animi  nostri,  e  rimarrà  all'Italia  no- 
bile ed  imperituro  esempio  di  cittadina  virtù. 

«  Possano  queste  mie  parole  tergere  una  lagrima  alla  valorosa  e  giovinetta  prole 
ch'ei  lascia  a  piangere  sulla  tomba  del  migliore,  del  più  affettuoso  dei  padri  ». 

La  Camera  accoglieva  le  parole  del  suo  Presidente  con  segni  generali  di  appro- 
vazione. Essa  attestava    con  questo  atto  che  quei    sentimenti  di  stima  e  di    affetto  pel 
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perduto  collega  erano  comuni  a  tutti  ;  mentre  la  commozione  e  il  cordoglio  che  si  leg- 
gevano in  volto  a  coloro,  i  quali  avevano  avuto  più  intime  relazioni  col  Colombari, 
erano  una  viva  prova  che  i  sentimenti  stessi  tanto  più  eransi  fatti  forti  e  profondi, 
quanto  maggiore  era  la  conoscenza  di  lui.  Ma  quelle  parole,  dirette  specialmente  ad 
apprezzare  il  Colombani  come  cittadino,  come  patriota,  come  rappresentante  della  na- 
zione, taciono  naturalmente  di  altri  meriti  suoi,  voglio  dire  di  quelli  che  egli  acqui- 
stossi  coi  lavori  scientifici.  E  parvemi  fosse  dovuto  al  nostro  Istituto,  cui  egli  appar- 
tenne e  concorse  ad  illustrare  con  alcuna  sua  comunicazione,  il  rendere  questo  tributo 
allo  scienziato  che  la  morte  rapiva  immaturamente  all'Italia  ;  ed  a  me  in  ispecial  modo, 
sebbene  da  non  molti  anni  legato  a  lui  da  conoscenza  personale,  incumbesse  questo 
debito,  sia  per  una  certa  comunanza  di  studj  e  di  alcuni  ordini  di  idee  che  ad  essi  ri- 
ferisconsi,  sia  perchè  i  continui  ritrovi  della  vita  parlamentare  avevano  in  breve  tempo 
contribuito  a  stabilire  fra  noi  vincoli  di  sincera  amicizia. 

Francesco  Colombani  nacque  in  Milano  nel  1813,  e  qui  fece  gli  studj  elemen- 
tari, ginnasiali  e  liceali  con  eccezionale  distinzione.  Chi  il  conobbe  a  quell'epoca,  ram- 
menta che  in  lui,  giovinetto  studioso  e  di  vivo  ingegno,  era  prevalente  l'attitudine  agli 
studj  matematici.  A  questi  il  troviamo  infatti  dedicato  dal  1831  al  1833  nell'Univer- 
sità di  Pavia,  in  quegli  anni  nei  quali  la  parola  chiara  ed  esatta  dell'illustre  Bordoni, 
nelle  lezioni  sul  calcolo  differenziale  ed  integrale,  era  eccitamento  agli  alunni  ad  ulte- 
riori studj,  ancorché  a  questi,  per  soddisfare  ai  bisogni  della  pratica,  dovesse  poi  darsi 
altro  indirizzo. 

Niuno  è  in  Italia  che  ignori  le  speranze  e  i  tentativi  dei  patrioti  in  quell'epoca  ; 
le  disillusioni  e  le  persecuzioni  che  ne  furono  conseguenza.  Il  Colombani,  venuto  in 
sospetto  della  polizia  austriaca  d'essere  uno  degli  affigliati  alla  Giovine  Italia,  dovette 
fuggire  nell'autunno  del  1833,  ed  esulare  in  Francia,  lasciando  incompiuti  gli  studj  uni- 
versitarj.  Giunto  in  Parigi,  ottenne  poco  dopo  di  presentarsi  agli  esami  d'ammissione 
alla  Scuola  di  Ponti  e  Strade,  e  dietro  il  felice  esito  di  essi,  potè  nei  tre  anni,  dal  1834 
al  1837,  seguire  i  corsi  dati  in  quella  celebre  scuola.  Ebbe  fra  gli  altri  a  maestri  il 
Navier  ed  il  Coriolis,  ma  furono  specialmente  le  lezioni  di  quest'ultimo,  le  quali  la- 
sciarono nel  Colombani  più  profonda  impressione  ;  il  che  se  io  non  tenessi  diretta- 
mente da  lui,  potrei  mostrare  cogli  scritti  suoi  attinenti  a  questioni  di  meccanica  ap- 
plicata, nei  quali  le  dottrine  ed  i  metodi  dell'illustre  ingegnere  francese  sono  citati  con 
particolare  distinzione,  e  presi  a  modello.  L'ordinamento  della  Scuola  di  Ponti  e  Strade 
prescrivendo  che  gli  allievi  dal  i°  di  maggio  al  30  di  ottobre  siano  inviati  in  missione 
nei  dipartimenti,  allo  scopo  di  assistere  e  prendere  parte  a  lavori  in  corso  di  esecu- 
zione, ed  esercitarsi  così  sotto  la  direzione  dei  capi  di  servizio  alla  pratica  della  pro- 
fessione dell'ingegnere,  il  Colombani  fu  destinato  nell'ultimo  anno  a  seguire  la  costru- 
zione delle  strade  ferrate  di  S.  Germain  e  di  Versailles,  riva  destra,    diretta  con  tanto 
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onore  dal  Clapeyron.  Di  questa  epoca  e  delle  squisite  doti  d'animo  e  di  mente  che 
distìnguevano  il  direttore  di  quei  lavori,  egli  pure  rapito  non  ha  guari  alla  Francia  da 
immatura  morte,  il  Colombani  conservò  sempre  grata  memoria  ;  egli  parlava  spesso 
anche  in  questi  ultimi  anni  della  gratitudine  da  lui  dovuta  al  Clapeyron,  sentimento 
che  in  una  delle  sue  pubblicazioni  esprimeva  nel  1842  colle  seguenti  parole  :  «  Vorrei 
che  la  natura  di  questo  scritto  mi  permettesse  di  esternargli  pubblicamente  non  solo  la 
sliiu. 1  e  l'ammirazione  che  gli  professo,  ma  ben  anche  la  riconoscenza  che  per  tante  ragioni 
gli  debbo  ». 

Però  le  molte  ore  dal  Colombani  dedicate  in  quel  tempo  allo  studio,  le  occupa- 
zioni pratiche  dell'aspirante  ingegnere,  non  lo  distoglievano  dall'adoperarsi  colla  nume- 
rosa emigrazione  italiana  a  prò  del  paese.  Egli  tu  durante  la  sua  dimora  in  Parigi  uno 
dei  membri  del  club  politico  italiano,  e  là  strinse  relazioni  coi  più  distinti  ed  operosi 
patrioti,  fra  i  quali  citeremo  il  Farini  ed  il  Mamiani. 

Nell'anno  1838,  l'amnistia  data  dall'imperatore  d'Austria  ricondusse  il  Colombani 
in  patria.  Il  diploma  ottenuto  a  Parigi  non  gli  valse  per  esercitare  la  professione  di 
ingegnere,  e  dovette  a  quest'uopo  conseguire  la  laurea  dottorale  nell'Università  di  Pavia. 

Fu  poco  dopo  averla  ottenuta  che  egli  ammogliossi  con  una  giovinetta  milanese, 
Giuseppina  Calvi,  figlia  dell'ingegnere  Anastasio,  conosciuto  favorevolmente  fra  noi, 
e  stimato  per  le  sue  cognizioni  pratiche  risguardanti  l'idraulica  nei  rapporti  colla  agri- 
coltura. Il  Colombani  passò  circa  a  quell'epoca  ad  ibitare  in  Lodi,  ed  ivi  postosi  a  pra- 
ticare presso  l'ingegnere  De- Stefani,  visse  alcuni  anni  completamente  assorto  nelle  af- 
fezioni domestiche,  ed  in  quegli  studj  teorico-pratici  d'idraulica,  ai  quali  sono  dovuti  i 
principali  suoi  lavori  *). 

Però  poco  prima  di  quest'epoca  egli  aveva  già  dato  prova  di  sapere  con  molta 
opportunità  accoppiare  le  cognizioni  teoriche  alle  pratiche  in  un  opuscolo  Sul  taglio  dei 
cunei  dei  ponti  in  isbieco,  pubblicato  in  Milano  nel  1838.  Lo  scopo  di  esso  era  di  de- 
terminare quale  sistema  d'apparecchio,  cioè  quale  disposizione  per  quelle  superficie  e  per 
quelle  linee,  le  quali  dividono  una  volta  nelle  sue  parti  costituenti,  dette  cunei,  fosse 
conveniente  adottare  nei  ponti  in  isbieco  molto  obliqui.  Il  Bordoni  aveva  già  trattato 
una  quistione  analoga,  ma  da  un  altro  punto  di  vista,  in  una  -aia  interessante  nota  di 
stereotomia  pubblicata  nel  1826.  Il  problema  propostosi  dal  Bordoni  era  strettamente 
di  stereotomia  ;  egli  ammetteva  che  il  sistema  d'apparecchio  fosse  quello  pel  quale  i 
letti  dei  cunei  sono  tutti  porzioni  di  piani  paralleli  all'asse  della  volta,  e  passanti  per 
una  normale  ed  una  curva  di  fronte,  e  proponevasi  di  determinare  la  forma  dei  cunei, 


*)  Queste  ed  altre  notizie  sulla  vita  del  Colombari  ricavai  da  un  bell'articolo  necrologico  pub- 
blicato nel  giornale  II  Comune  di  Lodi  pochi  giorni  dopo  la  morte  del  Colombani,  e  dovuto  al  pro- 
fessor Ernesto  Passerini. 
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il  modo  di  tagliarli,  la  robustezza  dei  loro  spigoli.  Ma  questo  sistema  non  essendo  am- 
missibile pei  ponti  molto  obliqui,  perchè  incompatibile  colla  loro  solidità,  il  Colombani 
si  propose  di  considerare  questo  caso,  e  fissatosi  sul  sistema  d'apparecchio  al  quale 
corrisponde  la  massima  solidità,  fece  intorno  ad  esso  tutte  quelle  ricerche,  le  quali  con- 
ducono al  tracciamento  degli  spigoli  di  intradosso  ed  ai  modelli  o  sagome  pel  taglio 
dei  cunei.  Non  mi  fermerò  più  a  lungo  su  questo  primo  lavoro  del  Colombani,  né 
mi  occuperò  del  metodo  seguito  in  quelle  ricerche,  sebbene  vi  si  mostri  perizia  nel- 
l'uso della  geometria  analitica  e  della  geometria  descrittiva  ;  giacché  oggi  quei  metodi 
sono  abbandonati,  ed  il  taglio  delle  pietre  forma  quasi  un  ramo  di  scienza  a  sé,  od 
almeno  per  l'ingegnere,  la  più  importante  delle  applicazioni  della  geometria  descrittiva. 

Il  lavoro  principale  del  Colombani,  per  la  mole  e  per  la  straordinaria  accoglienza 
avuta,  sicché  ormai  ne  è  quasi  esaurita  la  terza  edizione,  è  il  Manuale  pratico  di  idro- 
dinamica ad  uso  degli  ingegneri.  Esso  fu  pubblicato  la  prima  volta  in  Mibno  nel  1842, 
e  presentato  modestamente  al  pubblico  come  un  lavoro,  il  quale  non  aspirava  che  a  po- 
tere con  vantaggio  surrogare  l'aio  della  tavola  parabolica  del  De-Regi.  La  distribuzione 
metodica  delle  materie  in  questo  manuale,  la  quale  non  subì  modificazioni  radicali  nelle 
altre  edizioni,  mi  è  sempre  parsa  molto  opportuna,  e  migliore  di  quella  adottata  in 
altre  opere  straniere  della  stessa  specie.  La  prima  parte  di  essa,  intitolata  Origine  del- 
l'acqua, è  divisa  in  tre  capitoli;  il  primo  dei  quali,  che  riguarda  l'estrazione  dell'acqua 
da  un  recipiente,  è  un  compiuto  trattato  di  idrometria,  coll'aggiunta  dei  risultati  delle 
esperienze  eseguite  per  determinare  l'effetto  degl'imbuti  di  varie  forme  sulla  quantità 
d'acqua  sgorgante  da  una  luce  in  lastra  sottile  ;  e  della  descrizione  delle  macchine  de- 
stinate ad  elevare  l'acqua. 

Il  giovane  ingegnere,  in  questa  prima  parte,  oltre  la  soluzione  di  un  gran  nu- 
mero di  esempj  numerici  e  casi  pratici,  i  quali  lo  abilitano  anche  all'uso  delle  varie 
tavole  pei  coefficienti  di  riduzione  contenuti  nelle  formole  per  le  portate,  trova  le  co- 
gnizioni principali  sulle  pratiche  del  Milanese,  del  Lodigiano,  del  Cremonese,  del  Man- 
tovano... per  la  dispensa  delle  acque  correnti  ;  infine  alcune  nozioni  sulle  sorgenti  d'ac- 
qua, sul  prodotto  dei  fontanili,  sui  serbatoj  per  le  acque  piovane.  Corrispondono  a 
questa  sezione  alcune  importanti  tavole,  nelle  quali  sono  riassunti  i  risultati  delle  molte 
esperienze  istituitesi  dal  Michelotti,  dal  Bidone,  dal  Tadini,  dal  Castel,  dal  Ponce- 
let  e  dal  Lesbros  per  determinare  la  portata  effettiva  degli  orifizj  rettangolari,  liberi, 
in  lastra  sottile  e  piana,  ed  a  contrazione  completa;  quella  di  uno  stramazzo  libero,  quella 
degli  orifizj    circolari,  ed  i  coefficienti  di  riduzione  per  gli  imbuti  conici  convergenti. 

La  seconda  parte  dell'opera  dedicata  alla  conduttura  dell'acqua,  contiene  un  primo 
articolo  intorno  la  condona  dell'acqua  nei  tubi,  ed  un  secondo  sul  movimento  dell'acqua 
nei  canali  e  nei  fiumi.  Senza  farmi  ad  esaminare  minutamente  le  materie  trattate  in  questi 
articoli,  osserverò  anzitutto  che  il  mio  giudizio  su  questa   seconda   parte  del   manuale 
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d'idrodinamica  del  Colombani  non  è  così  completamente  favorevole,  rispetto  all'ul- 
tima edizione  del  1861,  come  per  la  prima  del  1842;  sebbene  le  quistioni  trattate  in 
quelle  edizioni  siano  le  stesse,  gli  stessi  i  metodi;  anzi  nella  terza  di  esse,  come  nella 
seconda,  siano  aggiunte  alcune  considerazioni  sul  problema  dei  rigurgiti  prodotti  dalle 
tombe  a  sifone;  problema  intorno  al  quale  l'autore  pubblicò  uno  speciale  lavoro,  di  cui 
dirò  più  avanti.  Ma  a  caratterizzare  meglio  questa  differenza  di  giudizj  è  necessario 
soffermarci  un  istante  a  considerare  lo  stato  ed  i  progressi  dell'idraulica  in  quel  pe- 
riodo di  tempo. 

Premetto  che  io  divido  pienamente  l'opinione  espressa  più  volte  dal  Colombani 
nei  suoi  lavori,  essere  l'idraulica  una  scienza  sperimentale  ed  in  molta  parte  puramente 
d'osservazione;  essa  per  me  fa  parte  di  quella  filosofia  naturale,  che  il  Newton  definiva 
nei  suoi  immortali  principi,  colle  parole  :  In  hac  pbilosophia  propositìones  deduciintur  ex 
pbcenomenis,  et  redduntur  generales  per  inductionem;  definizione  la  quale,  assunta  dal  Prony 
ad  epigrafe  nelle  sue  Rechercbes  physico-mathémaiiques  sur  la  théorie  des  eaux  coltrante, 
traccia  l'unica  via  a  seguirsi  per  dare  all'idraulica  il  carattere  di  scienza.  Ma  sebbene 
intorno  a  questo  indirizzo  nelle  ricerche  idrauliche  non  siavi  attualmente  contestazione 
alcuna,  pure,  nell'applicazione  di  esso,  e  precisamente  sul  sussidio  che  le  matematiche 
debbono  prestare  ad  esse,  le  opinioni  sono  ancora  discordi.  Le  due  scuole  più  opposte 
sono  di  quelli  che  vorrebbero  assegnare  alle  matematiche  il  tenue  ufficio  di  compendiare 
in  una  forinola  o  di  rappresentare  graficamente  le  varie  fasi  di  un  fenomeno,  alla  de- 
terminazione delle  quali  il  calcolo  sia  rimasto  estraneo  e  la  sola  osservazione  vi  abbia 
partecipato;  e  degli  altri,  i  quali  partendo  da  una  ipotesi,  oppure  da  un  fatto  sperimentale, 
ma  pel  quale  essendo  sconosciuta  l'azione  o  la  distribuzione  delle  forze  interne  che  lo 
producono,  se  ne  assume  una  ipotetica,  ed  applicando  ad  essa  i  principi  generali  della 
meccanica  razionale,  si  impiegano  le  matematiche  come  lo  strumento  più  adatto  ed  in 
alcuni  casi  il  solo  possibile  a  dedurre  da  quei  principi  quelle  che  soglionsi  denominare 
le  soluzioni  dei  problemi. 

Per  questa  seconda  scuola  l'esperienza  e  l'osservazione  non  servono  che  od  a  di- 
minuire le  difficoltà  di  alcune  operazioni  di  calcolo,  ristringendo  i  limiti  della  quistione 
(ciò  che  però  presenta,  nel  maggior  numero  dei  casi,  altre  difficoltà);  oppure  a  deter- 
minare alcuni  coefficienti  numerici,  pei  quali  il  risultato  ottenuto  acquisti,  se  è  possibile, 
un  valore  pratico.  Per  me,  obbligato  a  pronunciarmi  per  l'una  o  per  l'altra  di  queste 
due  scuole,  non  dubiterei,  trattandosi  di  idraulica,  di  associarmi  ai  fautori  della  prima, 
benché  ad  essa  si  faccia  l'appunto  di  scuola  empirica.  È  bensì  vero  che  il  Dupuit  *), 
accennando  a  questa  scuola,  soggiunge  :  des  expériences,    si    nombrenses    qu'elles   soient, 


*)  Études  thèoriques  et  pratiques  sur  le  mouvement  ics  eaux.  Deuxième  édition,  pag.  42. 
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loin  d'are  un  avantage,  sont  un  inconvénieni  lorsqu'elks  ne  sont  pas  guidées  par  une  saine 
tbéorie;  elles  ne  font  alari  qm  donner  l'apparence  de  la  viriti  à  des  erreurs  graves.  Ma 
questa  sentenza,  benché  indubbiamente  dovuta  a  persona  molto  autorevole,  non  parmi 
possa  essere  presa  alla  lettera,  come  si  fa  da  qualche  autore;  essa,  considerata  isolata- 
mente, acquista  l'importanza  di  una  apprezzazione  generale,  alla  quale  l'autore  stesso 
non  potrebbe  aderire.  Ed  infatti  gli  empirici  non  potrebbero  a  lor  volta  domandare  al 
sig.  Dupuit  :  quale  è  la  sana  teoria  che  deve  guidare  l'esperimentatore;  se  quella,  per 
esempio,  per  la  quale  la  resistenza  dovuta  alla  coesione  dei  fluidi  è  per  ciascun  filetto 
fluido  ritenuta  proporzionale  al  rapporto  fra  il  differenziale  della  velocità  del  medesimo 
ed  il  differenziale  della  sua  distanza  dal  pelo  dell'acqua,  come  egli  aveva  ammesso  nella 
prima  edizione  dei  suoi  studj;  oppure  quella  che  assegna  a  quella  resistenza  un  valore 
proporzionale  al  quadrato  di  quel  rapporto,  come  egli  assume  nella  seconda  edizione, 
perchè,  come  egli  dice,  le  accurate  esperienze  di  Darcy,  fatte  laissant  de  còti  tonte  hypothèse, 
tonte  tbéorie  priconcue  *),  hanno  dimostrato  che  la  coesione  sarebbe  meglio  rappresentata 
da  quella  seconda  espressione  ?  Nell'idraulica  non  è  quindi  quistione  di  sane  teorie  o  di 
principi  generali  astratti;  queste  teorie  e  questi  principi,  o  li  vediamo  sconfessati  dai  loro 
stessi  autori,  perchè  non  si  adattano  a  successive  esperienze;  oppure  conducono,  per 
una  via  laboriosa  e  piena  di  difficoltà  analitiche,  a  risultati  che  il  pratico  non  può  ac- 
cettare. I  fenomeni  dell'idraulica  sono  fenomeni  dei  più  complessi,  forse  unicamente 
paragonabili  per  la  loro  natura  a  quelli  della  meteorologia;  l'esperienza  e  l'osservazione 
devono  quindi,  o  separarli  nei  loro  elementi,  allorquando  ciò  sia  possibile,  o  misurarli  dai 
loro  effetti.  Ma  v'ha  di  più  :  l'idraulico  non  può  accontentarsi  dello  studio  dei  fenomeni 
naturali,  egli  deve  tirare  partito  dalla  molteplice  azione  che  l'acqua  può  avere,  o  come 
forza  motrice,  o  nella  irrigazione,  o  nella  navigazione;  da  ciò  un'altra  serie  di  fenomeni, 
che  potremmo  dire  artificiali,  ai  quali  deve  rivolgere  la  propria  attività. 

Però,  coll'asseverare  che  l'osservazione  e  l'esperienza  costituiscono  l'unico  mezzo 
di  ricerca  nell'idraulica,  siamo  ben  lungi  dall'ammettere  che  esso  possa  essere  adope- 
rato a  caso.  Questo  scoglio  devono  sopratutto  cercare  di  evitare  gli  addetti  alla  prima 
delle  nominate  scuole,  ed  è  in  un  efficace  uso  di  alcuni  mezzi  che  ponno  ad  essi  of- 
frire le  matemadche  che,  a  mio  avviso,  troveranno  in  buona  parte  una  guida  sicura 
in  quelle  ricerche. 

Per  me  non  ho  difficoltà  di  ammettere  col  Dupuit,  che  :  les  matbématiques  sont 
à  Vingénieur  ce  que  la  grammaire  est  à  l'icriva'.n  ;  elles  dirigent  les  idées,  mais  elles  n'en 
donnent  pas;  aggiungo  anzi  essere  nell'abuso  o  nel  cattivo  uso  che  alcuni  geometri 
fecero  delle  matematiche  nella  soluzione  di  problemi  concreti,  nella  pretensione  di  so- 


*)  Vedi  Dupuit,  opera  citata,  prefazione  della  seconda  edizione. 


NOTIZIE    BIOGRAFICHE    SULL  INGEGNERE    FRANCESCO    COLOMBANI.  211 

statuire  le  matematiche  sole  allo  studio  accurato  dei  fatti,  che  dobbiamo  ricercare  la 
causa  prima  di  quella  scissura  fra  i  teorici  ed  i  pratici,  la  quale  principalmente  fra  noi 
esercitò  una  triste  influenza  sui  progressi  delle  scienze  positive  applicate.  Ma  la  scis- 
sura cesserà  il  giorno  in  cui  i  pratici  conosceranno  che  i  teorici,  i  quali  si  chiamano 
Poncelet,  Lesbros,  Weisbach,  Boileau,  Francis  . . .  offrono  loro  una  serie  di  pro- 
posizioni dedotte  da  numerose  esperienze  sulla  misura  delle  portate  delle  bocche  e  degli 
orificj,  le  quali  potranno  applicare  alla  ricerca  dei  deflussi  dei  canali  e  dei  fiumi  ;  quando 
considereranno  che  teorici  quali  Dubuat,  Prony,  Bidone,  Eytelwein,  Darcy,  Bazin  . . . 
apprestarono  loro  una  serie  di  risultamenti  sperimentali  sul  movimento  dell'acqua  nei 
tubi  e  nei  canali,  i  quali  ebbero  già  da  alcuni  degli  stessi  autori  la  sanzione  della  pra- 
tica nell'esecuzione  di  grandiosi  lavori  ;  quando  in  fine  rifletteranno  quali  preziosi  ma- 
teriali alla  fisica  dei  fiumi  siano  stati  aggiunti  da  Lombardini,  da  Baumgarten,  da  Du- 
puit,  da  Humphrey,  e  come  questi  lavori  abbiano  mostrato  la  importanza  e  l'urgenza 
di  regolare  quella  parte  dell'idraulica  che  denominasi  statistica  dei  fiumi.  Se,  dopo  ciò, 
i  teorici  faranno  osservare  ai  pratici  la  parte  che  le  matematiche  ebbero  nell'ottenere 
quei  risultati,  e  mostreranno  loro  la  potenza  dei  metodi  di  interpolazione,  quella  dei 
metodi  per  correggere  gli  errori  delle  osservazioni,  i  sani  criterj  offerti  dal  calcolo  delle 
probabilità  n^lle  scienze  sperimentali,  la  scissura  non  sarà  più  possibile,  la  teorica  e  la 
pratica  si  confonderanno. 

Queste  idee,  le  quali,  come  voi  sapete,  hanno  in  favore  l'autorità  del  nostro  egregio 
collega  Lombardini,  erano  anco  divise  dal  Colombani;  ma  benché  se  ne  trovino  traccie 
in  tutti  i  suoi  lavori  di  idraulica,  il  modo  col  quale  sono  esposte  additerebbe  piuttosto 
ad  un  dubbio  che  ad  una  ferma  convinzione.  Questo  è  l'appunto  che  io  faccio  alla 
terza  edizione  del  suo  manuale,  giacché  nei  diciott'anni  trascorsi  fra  la  prima  e  la  terza 
edizione,  la  maggior  parte  dei  lavori  succitati  avevano  dato  all'idraulica  la  sua  vera 
base,  fissandone  il  metodo  di  ricerca  ;  ed  esso  metodo  doveva,  a  mio  avviso,  il  Co- 
lombani, esporre  chiaramente  nella  seconda  parte  della  sua  opera,  anziché  arrestarsi 
ai  risultamenti  di  Dubuat,  di  Prony,  di  Eytelwein,  ai  quali  forse  tra  breve  non  è 
riservata  che  una  importanza  storica.  Mi  si  osserverà  che  il  libro  del  Colombani  é  un 
manuale,  non  un  trattato  di  idraulica;  che  l'indole  di  esso  ristringe  quindi  i  limiti  delle 
quistioni  da  trattarsi  :  io  sono  lontano  dal  negar  valore  a  questa  osservazione,  ed  anzi 
credo  essere  questa  la  causa  principale  della  lacuna  ;  ma  coloro  i  quali  riconoscono  la 
necessità  di  un  gran  numero  di  forze  cospiranti  onde  raccogliere  e  coordinare  i  risul- 
tati delle  moltissime  osservazioni  necessarie  a  darci  cognizioni  precise  ed  idee  esatte  sui 
fenomeni  idraulici,  lamenteranno  con  me  che  il  Colombani,  il  quale  aveva  ingegno  e 
studj  pari  al  soggetto,  non  abbia  creduto,  in  un  libro  tanto  diffuso,  di  esporre  chiara- 
mente i  principj  di  quella  scuola  idraulica.  Né  è  da  credersi  che  quella  specie  di  dub- 
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biezza,  la  quale  potrebbe  arguirsi  da'  suoi  scritti  *),  rivelasse  il  vero  stato  dell'animo 
del  Colombani  intorno  alla  bontà  di  quei  principj  ;  la  sua  parola  sicura  ebbe  anzi  molta 
influenza  nel  confermarmi  la  giustezza  di  quelle  idee  ;  ma,  sia  tolleranza  delle  opinioni 
altrui,  sia  mitezza  di  carattere  o  modestia,  egli,  tenacissimo  delle  proprie  opinioni,  dif- 
ficilmente in  pubblico  le  esponeva  in  una  forma  assoluta.  Questa  apparente  contrad- 
dizione costituiva  d'altra  parte  una  delle  belle  doti  del  Colombani,  dote  pur  troppo 
non  comune  a  molti,  e  la  quale,  se  in  alcuni  casi  torna  a  danno  della  iniziativa  indi- 
viduale, è  però  sempre  accompagnata  da  molta  coscienziosità  di  giudizio  e  di  azione. 

Nella  terza  parte  del  Manuale,  dedicata  all'uso  dell'acqua,  il  Colombani  considera 
dapprima  l'acqua  come  forza  motrice,  ed  in  poche  pagine  descrive  le  principali  ruote 
idrauliche,  e  dà  le  regole  per  determinare  il  loro  effetto  utile,  quindi  si  occupa,  in  un 
secondo  capitolo,  dell'uso  dell'acqua  nella  irrigazione.  La  vasta  coltura  del  Colombani 
rivelasi  nel  grandissimo  numero  di  note  a  pie  di  pagina,  le  quali  pongono  sotto  gli 
occhi  del  lettore  le  fonti  originali,  e  costituiscono  una  completa  ed  ordinata  bibliografia 
idraulica.  Note  in  appendice  contengono  anche  ciascuna  delle  tre  edizioni,  fra  le  quali 
citeremo  quella  relativa  alla  legislazione  sulle  acque,  che  trovasi  nella  prima  e  nella 
seconda  edizione,  e  quelle  sulla  livellazione  e  sulle  equazioni  del  moto  permanente, 
nelle  ultime  due. 

Questo  breve  riassunto  delle  principali  quistioni  trattate  nel  Manuale  di  idrodina- 
mica del  Colombani  è  sufficiente  a  dimostrare  l'importanza  pratica  del  medesimo,  ed 
a  spiegare  il  favore  col  quale  venne  accolto  dai  tecnici  ed  il  continuo  uso  che  di  esso 
fanno  gli  ingegneri  specialmente  dell'alta  Italia.  Ma  sebbene  le  nuove  edizioni  dessero 
agio  all'autore  di  migliorare  il  suo  lavoro  ed  introdurvi  quelle  nuove  parti  che  lo  po- 
nessero a  livello  dei  progressi  che  l'idraulica  sperimentale  andava  facendo,  egli  affidava 
anche  a  pubblicazioni  speciali  la  trattazione  più  completa  di  alcuni  problemi  idraulici; 
la  descrizione  cioè  delle  grandiose  Esperienze  eseguite  dall'ing.  Francis  a  Lowell  sulla 
portata  degli  stramazzi,  eretti  lungo  l'alveo  di  un  canale  **)  ;  la  ricerca  delle  condizioni 
alle  quali  dovrebbe  soddisfare  Y Edificio  di  estrazione  del  modulo  d'acqua  prescritto  dal  pro- 
getto di  Codice  italiano  ***)  ;  infine  un  interessante  studio  Sulla  altezza  del  rigurgito  pro- 
dotto dalle  tombe  a  sifone  f). 

L'ultimo  di  questi  lavori,  pubblicato  sul  finire  del  1856,  basterebbe  anche  solo  a 
caratterizzare  il  Colombani.  Nella  prefazione,  esternando  la  fiducia  che  i  suoi  colleghi 


*)  De\'esi  però  fare  eccezione  per  una  nota  a  pie  di  pagina,  in  principio  dell'opuscolo  sulle  espe- 
rienze di  Francis  a  Lowell. 

**)  [Giornale  dell'ingegnere-architetto  ed  agronomo,  t.  VI  (1858),  pp.  169-186]. 
***)  [Giornale  dell'ingegnere-architetto  ed  agronomo,  t.  Vili  (1860),  pp.  555-573]. 
f)  [Milano,  presso  la  Ditta  Stella,  1857,  in-8°,  p.  54  con  due  tavole]. 
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di  Lombardia  avrebbero  fatto  accoglienza  a  quell'opuscolo  colla  indulgenza  colla  quale 
avevano  accolto  gli  altri  suoi  lavori,  egli  conchiude  :  «  Io  n'ho  fiducia  ;  principalmente 
perchè  queste  pagine  porgeranno  a  voi,  porgeranno  agli  uomini  generosi  d'ogni  professione, 
d'ogni  opinione,  d'ogni  stato,  l'occasione  di  un'opera  buona,  essendo  stato  destinato  il  pro- 
vento del  loro  spaccio,  depurato  dalle  sole  spese  di  stampa,  a  soccorrere  onorale  miserie  ». 
Sapete  voi,  colleglli,  quali  erano  quelle  onorate  miserie  ?  erano  quelle  della  emigrazione 
lombarda,  alla  quale  le  provincie  italiane,  che  oggi  chiamiamo  antiche,  erano  state  larghe 
di  ogni  maniera  di  conforti  e  di  ajuti  ;  e  che  il  Colombani,  emigrato  esso  pure,  ten- 
tava soccorrere  anche  con  quella  pubblicazione.  Ma  se  questo  nobile  atto  rivela  una 
volta  di  più  la  gentilezza  d'animo  ed  il  patriottismo  del  Colombani,  il  merito  scienti- 
fico di  quel  lavoro,  che  io  credo  incontestabile,  ne  fa  conoscere  viemeglio  la  finezza 
dell'ingegno  e  la  vastità  delle  cognizioni  idrauliche.  Il  problema  propostosi  dal  Colom- 
bani è  uno  di  quelli  alla  cui  soluzione  i  pratici  dovrebbero  spesso  ricorrere,  principal- 
mente fra  noi,  dove  la  irrigazione  è  tanto  estesa  e  la  rete  delle  strade  tanto  fitta  :  ep- 
pure nessuna  formula  era  stata  trovata  prima  di  lui  per  calcolare  il  rigurgito  prodotto 
nel  pelo  d'acqua  di  un  canale  da  una  tomba  a  sifone,  a  meno  che  vogliasi  applicare 
ad  esso  le  formole  ed  i  risultati  sperimentali  pel  movimento  dell'acqua  nei  tubi.  Il  la- 
voro del  Colombani  è  distinto  in  due  parti  ;  nella  prima  egli  trova  le  formole  gene- 
rali del  moto  dell'acqua  nelle  tombe  a  sifone,  applicando  a  questo  movimento  il  prin- 
cipio delle  forze  vive,  come  già,  nello  studio  dei  rigurgiti  prodotti  da  altre  cause,  a- 
vevano  fatto  Poncelet,  Coriolis  ed  altri  autori.  La  formola  generale  a  cui  egli  ar- 
riva dà  il  valore  della  differenza  di  livello  del  pelo  d'acqua  a  monte  od  a  valle  della 
tomba  in  funzione  delle  aree  delle  sezioni  delle  varie  parti  della  tomba,  della  velocità 
media  dell'acqua  nella  sezione  inferiore  fra  le  due  fronti,  dei  salti  d'acqua  a  monte  ed 
a  valle,  e  di  varj  coefficienti  numerici,  o  già  determinati  per  antecedenti  esperienze,  o 
da  determinarsi  con  nuove.  La  seconda  parte  contiene  appunto  la  descrizione  ed  i  ri- 
sultati di  esperienze  eseguite  sopra  otto  tombe  a  sifone,  la  maggior  parte  appartenenti 
al  cavo  Marocco,  e  la  determinazione  di  quei  coefficienti.  Non  mi  fermerò  lungamente 
sulle  altre  due  Memorie  citate  sopra.  Le  grandiose  esperienze  di  Francis  per  deter- 
minare la  portata  degli  stramazzi,  e  la  formola  relativa  dell'ingegnere  Boyden  sono 
tema,  per  Colombani,  nella  prima  Memoria,  di  una  minuta  analisi,  dalla  quale  scor- 
gesi  l'acutezza  di  uno  spirito  critico  riconosciuto  da  tutti  coloro  che  ebbero  rapporti 
con  lui  ;  mentre  il  progetto  di  Codice  italiano,  il  quale  definiva  il  nuovo  modulo  d'ac- 
qua, quel  corpo  d'acqua  che  scorga  nella  costante  quantità  di  cinquanta  litri  al  mi- 
nuto secondo,  gli  porse  occasione  nella  seconda  Memoria,  sulle  traccie  di  Brunacci 
e  degli  ingegneri  Parrochetti  e  Possenti,  di  determinare  le  condizioni  alle  quali  deve 
soddisfare  l'edifizio  estrattore  del  nuovo  modulo  e  di  proporre  alcuni  regolatori  auto- 
motori, aventi  per  iscopo  di  mantenere  costante  l'erogazione. 
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Questa  ultima  pubblicazione  mostra  nel  Colombano  famigliarità  colle  quistioni  di 
cinematica  e  di  meccanica  applicata  alle  macchine,  della  quale  aveva  già  date  prove 
in  due  antecedenti  lavori,  l'uno  pubblicato  sin  dal  1842  nel  Politecnico:  Sulla  distribu- 
zione del  vapore  nelle:  locomotive,  e  principili  mente  sul  nuovo  sistema  di  Hawthorn  *)  ; 
l'altro  stampato  negli  Atti  di  questo  Corpo  scientifico  per  l'anno  1846,  dove  trovansi 
savie  Osservazioni  sopra  una  Memoria  (letta  all'Istituto  stesso)  del  signor  dottor  Paolo 
Bassi  «  Sull'effetto  utile  delle  macchine  animate  da  for^e  che  agiscono  e  reagiscono  contempo- 
rancamciA;  sulle  medesime  »  **).  Mi  limito  ad  accennare  appena  queste  due  Memorie, 
benché  siano  pregevoli  sotto  varj  rapporti,  e  la  seconda  di  esse  specialmente  indichi 
una  sicurezza  di  giudizio  non  comune,  in  quanto  che  i  progressi  della  meccanica  e 
della  fisica  industriale  farebbero  oggi  dipendere  quella  prima  quistione  da  altri  prin- 
cipj  e  probabilmente  impedirebbero  fino  la  trattazione  della  seconda. 

Le  notizie  che  vi  esposi  sulla  vita  scientifica  del  Colombani,  sebbene  attestino  già 
per  se  stesse  la  sua  operosità,  pure  non  è  che  considerando  come  quei  lavori  sieno 
opera  di  un  uomo  assorto  nelle  cure  della  famiglia,  nelle  agitazioni  della  politica  e  nelle 
occupazioni  della  vita  parlamentare,  che  noi  possiamo  valutarla.  Una  grave  sciagura 
domestica,  la  perdita  della  moglie,  lo  colpiva  nel  1844,  dopo  pochi  anni  di  matrimo- 
nio ;  unico  conforto  al  dolore  vivissimo  che  egli  provò,  fu  il  dedicarsi  con  tutte  le  sue 
forze  all'educazione  dei  suoi  quattro  figli,  due  maschi  e  due  ragazze,  e  l'allevarli  a 
quei  generosi  sentimenti  di  patria  e  di  moralità  che  lui  stesso  animavano. 

Nei  primi  giorni  del  1 848,  per  sottrarsi  alle  vessazioni  della  polizia  austriaca,  egli 
dovette  di  nuovo  abbandonare  la  Lombardia  e  cercare  un  rifugio  a  Tromello  nella 
Lomellina,  ov'erano  beni  della  sua  famiglia.  Ritornato  in  Lodi  subito  dopo  le  giornate 
di  Milano,  egli  prese  parte  attivissima  a  tutte  le  vicende  di  quell'epoca,  ed  incaricato 
dapprima  dal  governo  provisorio  di  Lombardia  dell'ordinamento  e  della  direzione  del- 
l'istruzione tecnica  secondaria  in  Milano,  poi  nominato  commissario  regio  per  la  pro- 
vincia di  Lodi,  pochi  di  prima  della  battaglia  di  Custoza,  adempiè  le  difficili  incumbenze 
con  intelligente  attività  e  con  fermezza.  Nell'agosto  di  quell'anno  ricoverossi  in  Pie- 
monte, e  poco  dopo  prese  stabile  dimora  in  Torino,  preferendo  subire  il  sequestro  dei 
beni  al  fare  domanda  d'amnistia  o  di  perdono.  La  sua  vita  politica  e  le  qualità  sue 
di  scienziato  e  di  uomo  versato  nella  pratica  degli  affari  furono  degnamente  apprezzate 
dal  secondo  collegio  elettorale  della  città  di  Lodi,  che  nominavalo  deputato  al  Parla- 
mento nelle  due  legislature  del  1860  e  del  1861,  sebbene  e  l'una  e  l'altra  volta  fosse 
in  lui  peritanza  nell'accettare  il  grave  mandato. 


*)  [Il  Politecnico,  t.  V  (1842),  pp.  42-67,  148-160]. 

**)  [Giornale  dell'I.  R.  Istituto  Lombardo  di    scienze,  lettere  ed  arti  e  Biblioteca  Italiana,  t.  XIII 
(1846),  pp.  3I7-327]- 
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Egli,  quale  deputato,  appartenne  a  quella  maggioranza  parlamentare,  la  quale,  for- 
matasi nel  glorioso  periodo  di  vita  italiana  durante  il  ministero  Cavour,  non  ebbe  e 
non  ha  altro  programma  che  di  continuare  le  tradizioni  della  politica  liberale  e  mode- 
rata di  quell'illustre  uomo  di  Stato.  Gli  atti  della  Camera  fanno  fede  della  laboriosità 
del  Colombani.  Scelto  a  commissario  degli  ufficj  per  un  grandissimo  numero  di  pro- 
getti di  legge  risguardanti  quistioni  di  lavori  pubblici  e  di  finanze,  lo  troviamo  relatore 
di  parecchi  di  essi;  nominato  membro  della  commissione  del  bilancio  dal  1861  fino 
all'anno  corrente,  fu  nel  1864  relatore  del  bilancio  speciale  del  ministero  dei  lavori 
pubblici.  La  sua  parola  era  sempre  ascoltata  con  molta  deferenza  dai  suoi  colleghi,  a 
qualunque  partito  appartenessero,  ed  una  solenne  testimonianza  di  stima  ebbe  da  essi, 
allorquando,  verso  la  metà  del  1862,  credendo  egli  dover  rispondere  ad  una  immeri- 
tata diffidenza  da  parte  de'  suoi  elettori  col  chiedere  alla  Camera  le  sue  dimissioni, 
queste  non  gli  furono  accordate. 

Ma  le  continue  e  gravose  occupazioni,  le  inquietudini  e  le  amarezze  della  vita  po- 
litica minavano  in  questi  anni  la  salute  già  debole  dell'ottimo  Colombani.  Colto  da 
febbre  gastrica  nell'ottobre  scorso,  sembrava  avviarsi  alla  convalescenza,  e  si  disponeva 
a  recarsi  a  Torino  onde  dare  il  suo  voto  favorevole  alla  Convenzione  del  15  settembre, 
quando  una  bronchite  lo  tolse  in  brev'ora  all'amore  dei  figli  ed  alla  stima  dei  suoi 
concittadini. 

La  morte  rapiva  cosi  immaturamente  all'Italia  ancora  uno  dei  suoi  più  egregi 
figli,  al  nostro  Corpo  scientifico  uno  dei  suoi  più  degni  socj  corrispondenti.  Al  debito 
d'amicizia  e  di  stima  per  lui  io  avrò  soddisfatto,  se  queste  mie  poche  e  disadorne  pa- 
role avranno  ingenerato  nel  vostro  animo  la  convinzione,  che  egli  onorò  le  scienze 
coi  suoi  lavori,  l'Italia  colle  sue  alte  qualità  politiche,  l'umanità  colle  sue  virtù. 

23  febbraio  1865. 

[Pi.],  [Pa]. 


CXVI. 

PROPRIETÀ  FONDAMENTALI 
DI  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  sciente  e  letteret  volume  X  (  1S67J,  pp.  1-21. 


Nella  terza  delle  Note  delle  quali  componesi  il  mio  lavoro  Sulla  risolvente  di  Mal- 
fatti per  le  equazioni  del  quinto  grado  *),  ho  fatto  cenno  di  una  classe  di  equazioni  di 
grado  pari,  le  quali  hanno  lo  stesso  gruppo  delle  equazioni  del  moltiplicatore  nella 
trasformazione  delle  funzioni  ellittiche.  Il  problema  della  risoluzione  delle  equazioni  del 
quinto  grado  diede  origine  alle  prime  ricerche  intorno  a  quelle  equazioni,  giacché 
mentre  in  due  Note  pubblicate  nel  1858  negli  Annali  del  Tortolini  **)  io  faceva  di- 
pendere dalla  proprietà  caratteristica  delle  equazioni  stesse  i  risultati  ottenuti  allora  dal 
sig.  Hermite  ***)  intorno  a  quel  problema,  il  sig.  Kromecker  comunicava  all'Accademia 
francese  f  )  una  soluzione  diretta  del  problema,  basata  sopra  una  proprietà  delle  equa- 
zioni stesse.  Sul  finire  del  1858,  nella  mia  Nota  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  ri- 
soluzione delle  equazioni  del  quinto  grado  f  f),  prendendo  sempre  per  punto  di  partenza 
alcune  proprietà  di  quelle  equazioni,   ampliava  le  prime  ricerche  di  Kronecker,  stabi- 


*)  [LXIV:  t.  II,  pp.  51-56]. 

••)  [LII:  t.  I,  pp.  335-341]. 

***)  Hermite,  Sur  la  rèsolution  de  l'équation  du  cinquiimt  degrè  [Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  508-515]. 

f)  Kronecker,  Sur  la  rèsolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  [Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  1150-1152]. 

ff)  [CXI:  t.  Ili,  pp.  177-188]. 
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lendo  una  classe  di  risolventi  per  l'equazione  del  quinto  grado  ;  e  finalmente  il  signor 
Kronecker,  in  una  rimarchevole  comunicazione  sopra  i  suoi  lavori  algebrici,  fatta  al- 
l'Accademia delle  Scienze  di  Berlino  nel  giugno  1861  *),  oltre  ad  interessanti  con- 
siderazioni sulla  soluzione  data  da  lui  dell'equazione  del  quinto  grado,  prendeva  per  la 
prima  volta  ad  esaminare  nella  loro  generalità  quella  classe  di  equazioni,  ed  enunciava 
alcune  importanti  proprietà  delle  medesime. 

Lo  studio  di  questa  classe  di  equazioni  forma  lo  scopo  della  Memoria  che  pre- 
sento oggi  all'Istituto  ;  esso  è  talmente  vasto  che  io,  ben  lungi  dal  pretendere  d'aver 
esaurito  l'argomento,  penso  anzi  che  principal  merito  del  mio  lavoro  sarà  l'aver  resa 
sempre  più  palese  l'importanza  e  l'estensione  di  quello  studio. 

1.  Sieno  x0,  x,  ,  ...  xn  le  radici  dell'equazione  del  grado  n-\-  1 

f(x)  =  x"+l  -\-  ax  x"  -{-  a,  x*-'  -f  •  •  •  -f  an^  =  0  . 

È  noto  che  una  qualunque  di  quelle  radici  soddisfa  ad  n  -\-  1  equazioni  lineari  alle  de- 
rivate parziali  del  primo  ordine  della  forma 

(j  )         2  b«-  -ff = x  ^m" + a'  *m_2  +  •  •  • + *-»)  » 

nella  quale  la  m  può  assumere  i  valori  1,  2,  3,  .  . .  n  -\-  1,  ed 

(2)  hm_r  =  bri„  =  J  0  +  «  -  2S  +  0  *,_.  a~m-,  **)■ 

Supponiamo  che  i  coefficienti  a,  ,  a2 ,  ...  a„+I  sieno  funzioni  delle  v  quantità  e,  , 
c2 ,  ...  cv  ;  si  avranno  le  v  equazioni 


^   dx    dar  dx 

2—  da,    de,  de,   ' 


(s=l,  2,  ...    v) 


da  ciascuna  delle  quali  e  dalle  n  -f-  1   equazioni  (1)  eliminando  le  -5—  ,    -^— - 


*)  Kronecker,  Ueber  seine  algebraischen  Arbeiten  [Monatsberichte  der  k.  Akademie  der  Wissen- 
schaften  zu  Berlin,  1861,  pp.  609—617]. 

*•)  Queste  equazioni  furono  date  da  me  per  la  prima  volta  [sotto  una  diversa  forma]  nel  1854 
nel  mio  lavoro:  Intorno  ad  alcune  formole  per  la  risoluzione  delle  equazioni  algebriche  [XXIII:  t.  I, 
pp.  157-161  (p.  159)].  —  Vedi  anche  la  mia  monografia  :  La  teorica  dei  covarianti  e  degli  invarianti  delle 
forme  binarie,  ecc.  [LIV  :  t.  I,  pp.  349-414  (p-  38lXl- 
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si  ottengono  le 

h> 

hltt 

&,,.+, 

*Po 

h* 

h* 

fe2j.+1 

*P, 

&«+, 

,    &„+.,, 

&„+„„+, 

*P, 

da, 
'de, 

a  e, 

dx 
de, 

dalle  quali,  indicando  con 

A  il  determinante 

si  ha  : 

I(± 

6lfli% 

•  •  •  K+ 

,„.,)» 

*«,/><, 

+  4 

,/>,+  •■ 

•  + 

posto 

=  0  , 


p^  =  x"'  -f-  <*,  *m~'  -f"   -  -  •  +  a„,  ) 


^a.    ;         1      da,    ,         , 

rie         '■'      '        0C  ' 


de, 


t-      3         *r,„+I. 


fc..= 


li. 


Si  avranno  cosi  v  equazioni,  ponendo  nella  (3)  j  =  1,  2,  3, v,  i  secondi  mem- 
bri delle  quali  saranno  polinomi  in  x,  di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  note  di 
ct ,  c2 ,  ...  cv . 

Se  queste  v  equazioni  si  moltiplicano   ordinatamente  per  v  coefficienti   indetermi- 
nati X, ,  \ ,  i . .  \ ,  e  si  sommano,  si  ottiene  la 


^Ì^  =  x(p0^\^+P.Ì\A,+  ■■■  ^P,Ì.\<^)^ 


ossia  : 

(4) 

posto 


d  x 


]E*«d7  =  *&J>.  +  5.P.  + 1-  &«£.)  » 


da, 


de.. 


Da  quest'ultima  equazione,  ponendo  r  —  1,  2,  . . .  n  -{-  1,   se   ne   ottengono  n  -j-  I, 
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dalle  quali  deduconsi  le  seguenti  : 

<6>  *Ì\%j  =  K,hr  +  l>hr+  ■■■  +V>^,r,     Cr=.,  a,  ...»  +  !> 

Se  quindi  supponesi  che  un  numero  v  dei  coefficienti  ;o ,  e,  ,  ...  £n  sia  noto  indipen- 
dentemente dai  valori  delle  indeterminate  A, ,  \ ,  ...  lv  (il  che,  come  vedremo  in  se- 
guito, può  aver  luogo  per  la  classe  di  equazioni  che  consideriamo),  queste  ultime 
n  -j-  i  equazioni  ci  forniranno  i  valori  delle  indeterminate  \t  ,  \  ,  ...  lv  e  delle  ri- 
manenti e. 

2.  Sia  n  un  numero   primo    dispari,  e,  supposto    per   brevità  v  =  — — — ,  sieno 

ri  >  r2  >  •  •  •  rv-i  i  residui  quadratici  di  n,  ed  ss  ,  s2,  ...  j  i  non  residui  qua- 
dratici. 

Indicando  con  ^40 ,  ^4,  ,  ...  ^v__  v  indeterminate,  e  con  a  una  radice  immagi- 
naria dell'equazione  a"  —  i  =  o,  supponiamo  che  le  n  -f-  i  radici  quadrate  delle  ra- 
dici x0 ,  xI ,  ...  .vn  si  possano  esprimere  linearmente  in  funzione  di  quelle  indetermi- 
nate nel  modo  seguente  : 

Y7a  =  ao  V(—  i  y1,, ,     YK = §  Am , 

o  o 

nelle  quali  ro  =  o.  Evidentemente  questa  proprietà  delle  n  -f-  i  radici  quadrate  delle 
radici  xo ,  x, ,  ...  xu  equivale  al  dire  che  le  medesime  sono  legate  da  v  relazioni  li- 
neari. Queste  relazioni,  le  quali  si  deducono  facilmente  dalle  superiori,  se  ■ —  è  pari, 

sono  le  seguenti  : 

(8)  J  \T„   =   Y^0  ,  J  a'"",,!  fa  =  °» 

essendo  i    uno    qualsivoglia   dei  non    residui  quadratici  di  n  ;  e  se    è  dispari, 

sono  le 

(9)  J 1^  =  —  Y—  "*„  ,         J  a'*"-"'  YTm  =  o  , 

nella  seconda  delle  quali  r  è  uno  qualunque  dei  residui  quadratici  di  n.  I  coefficienti 
dell'equazione /(a-)  =  o  saranno  evidentemente  funzioni  omogenee  delle  Aa,  A1}  ...  A,_x 
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o  funzioni  di  v  funzioni  e, ,  c1 ,  ...  cv  delle  indeterminate  stesse.  Per  esempio,  aven- 
dosi dalle  (7)  per  le  radici  di  quella  equazione  le  espressioni 

x0  =  ( —  1)  2    nAl, 

x,  =  P0  -j-  P,  -f-  P2  +  •  •  •  -f-  P„_,  , 

*,   =   ^o  +   XP1   +   ^P2   +    •  •  •    +  a"~'Pn_,  , 


nelle  quali  P0 ,  P, ,  ...  indicano  funzioni  di  secondo  grado   delle  A0 ,  At  ,  . . .  ,  ed  i 
valori  di  jc,  X,  ...  si  deducono  da  quello  di  x2  cambiando  a  in  a1,  x!,  ...  ;  ne  segue 


che,  se  è  pari,  si  ha 


n  —  1  ,    ,. 
e  se  e  dispari  : 

J  xm  =  «(—  A[  -f  P0)  =  «(-  A20  +  O  =  o  ; 

perciò,  posto 

e,  =  A\  +  ^,  ^v_,  +  •  •  •  +  <_,  4^  , 

si  ottiene 

n  —  1  »  —  i    ,.       . 

per  pan     :     a,  =  —  2 ne,;  e  per  dispari     :     a,  =  o. 

3.  La  espressione  scritta  sopra  pel   quadrato  di  tfx~z,  dovendo   contenere   nel  se- 
condo membro  tutte  le  potenze  di  a,  può  anche  porsi  sotto  la  forma 

^  =  -Po  +  5xrmp»  +  S:a,m2-' 

ed  analogamente  per  le  x  ,  x  ,  . . .  ;  quindi  dal  confronto  di  queste  espressioni  colle 
(7)  deducesi  evidentemente  che  le  relazioni  lineari  (8)  o  (9)  esistenti  fra  le  radici 
quadrate  delle  x0 ,  x, ,  xx ,  ...  non  ponno  sussistere  per  qualunque  altra  potenza  pari 
0  dispari  delle  radici  quadrate  medesime. 

Ciò  posto,  indicando  con  YX  il  prodotto  di  ]/x  per  una    funzione   razionale  in- 
tiera 9  (x),  la  quale  contenga  un  certo  numero  di  coefficienti  indeterminati,  moltiplicati 
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per  potenze  di  x  differenti  fra  loro  e  comprese  fra  la  prima  e  la  n™*,  ponendo  cioè 

>'X=o(.v)j7; 

affinchè    per    YYa,   \^XX ,  ...  Y%« ,  ossia    Pei    valori    di    y(x)\^x    corrispondenti    ad 
x  =  x0 ,  xl3  ...  xn ,  sussistano  equazioni  analoghe  alle  (8)  od  alle  (9),  dovrà  il  nu- 
mero dei  coefficienti  indeterminati  contenuti  in  9  (a)  non  essere  minore  di  v,  ed  il  nu- 
mero dei  termini  del  polinomio  9  (a)  essere  maggiore  di  v. 
Infatti,  supponendo 

9 0)  =  b,  x  +  b2x*  +  ■  •  •  -f-  b,x\ 

ed  indicando  con  |a  un  numero  intiero  non  maggiore  di  n,  se  facciamo  per  brevità 


Jx^  =  c0),,    5«<-i)r'*i;^=cI#)  ...   Ja««— »'—*j;y^ 


=  c. 


avranno  le 


J  V^T  =  è,  C0l  +  b1COI+  ■■■  4-  6„  C0>v  ', 

Ja(— ,,r'i/r;  =  bx  c,_,  +  &,  c]|2  +  •  •  •  +  bv  cr>, , 

J  K(— «)rv_,  ^  _  ^  C  _  tj  _|_  ^  Cvi    -J j-  b%  CV_I;V  ; 

e  supponendo  che  le  espressioni  \'Xm  soddisfacciano  a  v  equazioni  analoghe  alle  (9),  si 
avranno  v  equazioni,  per  la  sussistenza  delle  quali  dovrà  essere  : 


C0  ,  -\-  x0  ^ —  n  x0     C02-\-  xl  Y —  ti  x0 
C,  .  C, . 


c,„ 


e. 


=  o  ; 


ma,  siccome  per  mezzo  di  facili  trasformazioni  dimostrasi  non  poter  essere  nullo  in 
generale  il  determinante  superiore,  ne  risulta  che  la  funzione  9  (a)  dovrà  contenere 
un  numero  di  termini  maggiore  di  v,  come  sopra  enunciammo. 

Quindi  la  funzione  9  (a)  potrà  essere  dei  gradi  »,  « —  I,  « — 2,  . . . ,  — ■ — -  =  v-|-i  ; 
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e  si  potranno  ottenere  funzioni  ^X,  le  quali  soddisfanno  a  relazioni  analoghe 

alle  (8)  od  alle  (9).  Abbiamo  così  il  seguente 

Teorema  I.  —  Se  le  radici  quadrate  delle  radici  di  una  equazione  del  grado  »  -j-  1 
soddisfanno  a  v  equazioni  della  forma  (8)  0  (9),  si  panno  determinare  altre  fun- 
zioni razionali  intiere  di  ^x,  linearmente  indipendenti  tra  loro,  le  quali  soddisfanno  ad  e- 
quazioni  della  stessa  forma.  Tutte  le  altre  funzioni  razionali  intiere  di  ]/x,  per  le  quali 
si  verifica  la  stessa  proprietà,  sono  funzioni  lineari  di  quelle  prime  v  funzioni  di  fx. 

Ora,  se  le  relazioni  (8)  e  (9)  si  derivano  ordinatamente  rispetto  a  e, ,  ca,  . . .  cv ,  si 
ottengono  altrettante  relazioni  della  stessa  forma,  nelle  quali  in  luogo  delle  ]/xa ,  ^xt ,  . . . 
sono  poste  le  loro  derivate  rispetto  alle  e, ,  c1 ,  ....  Quindi  le  derivate  prime,  se- 
conde, . . .  di  fx  rispetto  alle  quantità  e, ,  c2 ,  ...  saranno  funzioni  lineari  delle  v  fun- 
zioni indicate  sopra. 

Indicando  con 

(io)  ?0(l/x)  =  fZ,        <p,  (|/I) ,        ¥,(/x) ,  •  •  •  ?v_,  (fTx) 

quelle  v  funzioni,  è  evidente  che,  se  le  espressioni 

dfx  dfx  d)/~x 

de,    '  de,    '  dcv 

sono  funzioni  lineari  delle  medesime,  saranno  reciprocamente  le  funzioni  stesse  fun- 
zioni lineari  di  quelle  v  derivate,  cioè  si  potranno  determinare  v2  coefficienti  Vr)  fun- 
zioni di  e, ,  c2 ,  . . .  cv ,  i  quali  rendano 

co  ±^-£-=%(r*h  Ìk^=^),  ...  j>r^=f,_,(^). 

4.  Rammentando  l'equazione  (4)  stabilita  al  n°  1,  o  la  equivalente 

(12)  2aJ*,^  =  (U,  +  U+"'+'U0^ 

è  evidente,  dal  confronto  di  essa  colle  (11),  che  il  secondo  membro  della  medesima 
potrà,  per  una  opportuna  determinazione  dei  coefficienti  c,o,  £, ,  ...  £B ,  coincidere  con 
una  qualsivoglia  delle  funzioni  (io). 

Ma  dallo  stesso  n°  1  si  ha  che,  supponendo  noti  i  valori  di  un  numero  v  di  quei 
coefficienti,  i  valori  degli  altri,  come  quelli  dei  coefficienti  \  ,  \  ,  ...  \ ,  si  deducono 
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dalla  risoluzione  di  «  -f-  i  equazioni  lineari  (6)  ;  abbiamo  quindi  un  metodo  generale 
per  la  ricerca  delle  funzioni  (io)  e  delle  loro  espressioni  in  funzione  lineare  delle  de- 
rivate prime  di  ^x  rispetto   alle  cl  ,  c2 ,  ...  cv . 
Infatti,  supponiamo 

(i3)  ?x(/*)=Gw,+M>v  +  hP^+  •••  +Kp,)ift, 

essendo  bt  ,  b2,  ...  bv  coefficienti  indeterminati. 

Evidentemente  questo  polinomio  coinciderà  col  secondo  membro  della  (12),  se 

l0  —  o,         ;v_,  =  1  ,         ;v+2  =  o,     ...,     ;„  =  o, 

le  quali   appunto    determinano  un  numero  v  fra  i  coefficienti  co ,  ;, ,  ...  cn  ;  e  dalla 
(6)  si  avranno  le  ti  -f-  1  equazioni 

(14)  ^  J >,  *£.  _  \thv  -  \j>v t,b„,  =  h^r, 

dalle  quali  si  dedurranno  i  valori  delle  X, ,  \ ,  ...  \  ;  $   ,  E  ,  ...  ;v . 

Analogamente,  i  valori  delle  funzioni  <p.,(/x),  9,(/*),  ••-  ?v_i(V/*)  si  potranno 
ottenere  supponendo  nella  (1 2)  ordinatamente  : 


05) 


^o  —  ° >    *,+,  =  ° >    ^v+j  =  x  >    ^v*j  =  °i    •  •  •    ;„  =  o  , 

^o   =    °  >        ^v-i    =    °  .        É.-H    =    °  >        ^V*j    =    I    »         •     •     •        E»  =  O  , 

£0  =  0,     ^V+I  =  0,     £v^  =  0,     ;        =0,     ...     ;    =  I  ; 


e  deducendo  i  valori  delle  altre  indeterminate  per  mezzo  delle  equazioni  (6)  del  n°  1. 
Da  ultimo  l'equazione  (12),  nella  quale  pongasi  \a  =  1,  c>l  =  ;2  =  •  •  •  =  £„  =  o, 
diventa  : 

CO  "Ì>-.^  =  ^. 

e  le  \ ,  X2 ,  . . .  \  devono  per  le  (6)  soddisfare  alle  n  -f-  1  equazioni  : 

07)  ^X^-  =  Kr=ra,. 

Ora  le  al  ,  a2 ,  ...  essendo  di  grado  2do,  4'°  ...  rispetto  alle  A0 ,  A,  ,  . . .  ,  si  avrà  : 

£—     m  dA  '  ' 
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2r   \—   a  ar 

dunque,  sostituendo  : 

v^   da,  %=*■    .      de, 

e  dal  confronto  di  questa  colla  (17),  si  avrà: 


2A\  =  J^A, 


de, 
dA_  ; 


e  siccome  le  ct ,  e2,  ...  devono  essere  funzioni  omogenee  delle  Ao ,  At ,  . .  .  ,  se  in- 
dichiamo con  2gt  il  grado  di  cs,  si  avrà: 

il  qual  valore,  sostituito  nella  (16),  darà  l'equazione  generale 

5.  Prima  di  procedere  oltre  in  queste  ricerche  generali,  facciamoci  a  considerare  al- 
cuni casi  particolari,  principalmente  allo  scopo  di  mostrare  il  facile  uso  delle  formole 
trovate  nei  n'  antecedenti. 

Caso  I:  n  =  3.  Le  quattro  radici  x0,  xt  ,  x2,  x  sono  legate  dalle  due  relazioni 
lineari  : 

Posto  cl  =  a,  e2  =  b,  si  hanno  le 

a  =  A0(4ì0  +  A)>        b  =  SAl  —  20  Al  A\  —  A\ , 

at  =  0  ,         a2  =  —  6  a  ,         a   =  b  ,        a+=  —  3  aN 
cioè  l'equazione  del  quarto  grado,  di  cui  le  radici  sono  le  xa ,  xt ,  x1 ,  x  ,  è  la 

(19)  .v*  —  6  a  x2  -\-  b  x  —  3  a2  =  0  . 
L'equazione  (18)  dà  in  questo  caso: 

(20)  a^a-^r+3*__J=yx, 
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e  la  (12)  : 

essendo  lt  ,  12;  ;,  ,  E2  dedotte  dalle  quattro  equazioni  analoghe  alle  (14),  cioè: 

per  r  =.  1,  2,  3,  4.  Rammentando  il  valore  di  hmr  dato  dalla  formola  (2)  del  n°  1, 
si  formano  facilmente  queste  quattro  equazioni,  e  sono  : 

4  a;,  —  Z>;2  =  —  4  #2 ,         2i).i4-i,;]  —  4  tf2H2  =  o  , 
A  */.,  -j-  12  a2  e,  -f-  6aH2  =  36  a; ,        2  a  A  Àj  -)-  12  a;;2  =  a2i, 
dalle  quali  si  hanno  le 

[,  =  0,         ;,  =  —  a,         A/^  =  —  ab,         A).2  =  48  a5, 
quindi  la  seconda  equazione  sarà  : 

.  dl/jc     .      ,    .dfx         .  ,    .- 

fli-§7"  +  9^'-^-  =  0.  —  fl/>,)Vx, 


ossia 


(21)  ab^j-  +  96  a'^-  =  (*'  -7ax  +  b)Yx, 

cioè  le  due  funzioni  cercate  ^0{Yx),  ?I(V/x)  sono>  nel  caso  di  "  =  3>  le  ^ue  seguenti: 

?o  (y*  )  =  t^ ,        ?I  (|/.7)  =  (*>  -  7  a  *  +  i)  fc=  ?  O7*  )  *). 
Dalle  equazioni  (20),  (21)  si  deducono  le 

[(64  a3  —  b2)^-  =i6a3y^-  *?(tfT), 
6(64^  -  t2)^f  =  -  bfc+  4?(f/*)- 


*)  Vedi  la  mia  Nota  :  5ar  une  classe  d'équulions  Ju  quatriime  Jegré  [Comptes  Rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVII  (1863),  pp.  106-108]. 
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Caso  II:  «  =  5.  Le  sei  radici  .v0,  -v, , ...  x    sono  legate  dalle  tre  relazioni  lineari: 
(  V*,  +  fo  +  fa,  +  l'-v4  +  1*s  =  fsx~0 , 

(23)  l  1/x,  +  a2  fc  -f  a*  v'a.  +  a  \\  +  a'  |/.7.  =  0  , 

(   Vx,  +  a'1^  -f  aj^  +  a^4  -f  a2  ^  =  0  , 

e  posto  ci  =  a,  c2  =  £,  e.  =  e,  le  a,  b,  e  sono  funzioni  omogenee  delle  Aa ,  At,  A2  ri- 
spettivamente dei  gradi  secondo,  sesto  e  decimo,  e  si  hanno  le 

ai  = —  10  a,    a,  =  35  ir,    a.  = —  10(6  a'  —  b),    a  =5a(na3 — 6  è), 

fl.  =  —  26  <zs  -)-  30  a2  b  —  4  e,         a6  =  5  (a'  —  />)2, 

cioè  la  equazione  del  sesto  grado,  di  cui  le  radici  sono  le  x0 ,  xi ,  ...  a's  ,  è  la 

(24)  (x  —  a)6  —  4  a  (a  —  a)'  -f-  10  £  (a  —  a)3  —  4  e  (a  —  a)  -f-  5  />2  —  4  a  e  =  0. 
L'equazione  (18)  dà  in  questo  caso  : 

e  dalle  (12)  si  avranno  le  due  seguenti: 


09 


per  la  prima  delle  quali  i  valori  delle  indeterminate  \,  a,  ,  a  ;  E,  ,  e,,  E.  sono  dati 
dalle  sei  equazioni  che  si  ottengono  ponendo  r=  1,  2,  ...  6  nella 

\  'da  2db  'de   J  2>  "  >   4'  s' 

ed  i  valori  delle  À_' ,  V ,  .  . .  da  altre  sei  equazioni,  le  quali  si    ottengono    dalle    supe- 
riori, ponendo  nel  secondo  membro  b6r  in  luogo  di  h     . 

Le  due  equazioni  che  si  deducono  dalla  (27),  ponendo  r=i,  2,  sono  le 

A  a,  -{-  7  a2  E,  —  3  (6  aJ  —  è)  E,  -f-  2  '^C11  a'  —  6  è)  E,  =  13  as  —  15  a'b  -\-  2  e, 

j  al  X,  -j-  (53  a5  —  3  £)£,  —  2  (1(71  a5  —  16  b)l2  -\-  (178  a5  —  103  a2b  -f-  2  c)E3 

=  107  (T6  —  126  a'b  -f-  3  b1  -f-  16  a  e  ; 
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da  queste,  eliminando  X,  ,  si  ottiene  la 

(43'  —  3^);,  — a(i6a~'  —  ni)£a-f"(a4fll  —  2ia2i-)-2c)^3  =  i6a6  —  2ic?b-\-  }b2-\-2ac, 

la  quale  è  sufficiente  a  determinare  i  valori  di  £,,  c,2,  £,.  Infatti,  indicando  con  p,  q, 
r,  s  dei  coefficienti  numerici,  è  evidente  per  la  prima  delle  (26)  dover  essere 

l^—pa,         li  —  qa1,         £,  =  r  a}  4-  sb  ; 

ora,  sostituendo  questi  valori  nella  superiore,  ed  eguagliando  i  coefficienti  di  a6,  a3  b, ... , 
si  ottengono  le  quattro  equazioni 

r  —  49  -f-  6/>  =  4,         45 — 3?- 4- ili/ — 21  p=  —  21,         — 35=3,         2p  =  2, 

dalle  quali  : 

J>  =  1,         <?  =  2,         r  =  6,         5  =  —  1, 
e  quindi  : 


2A 


()^+>^+>-^)  =  ^  +  ^  +  2^  +  (6fl5-^^/7- 


Inoltre,  la  priira  delle  superiori  dà  per  questi  valori  di  e,  ,  E2 ,  \,  : 

il,  =  —  15  as  —  2  arb  4-  2  e , 

e  siccome,  ponendo  ;•  =  6  nella  (27),  si  ha  : 

Afja'X,  —  àJ  4-  (a3  —  t)  [250;,  —  700%  4-15(60'  -  fr)É3]  =  5a(a3  —  £)(i  ™3  —  6*)» 

si  avrà  anche  : 

A).2  =  —  a  (61  a}  b  —  io  è2  —  6  a  e); 

e  finalmente  dalla  equazione  (27),  nella  quale  pongasi  r  =  5,  si  ha  : 

A  1;  =  5  (2  a3t2  —  6  è3  —  23  a4c  4-  12  abc). 

Affatto  analogamente  si  determineranno  i  valori  delle  quantità  indeterminate  contenute 
nella  seconda  delle  equazioni  (26),  e  si  avranno  le 

;'j  =  0,        f£  =  —  (a!  —  b),        ;',  =  —  5  a  (a3  —  t), 
AX'i=2(a3— b)(j  a'-\-^b),        Aà2=2(<i3— />)(29a2/>4-c)>        AÀ^=ioa(a3 — b)(\iac — è2). 
Conchiudendo  si  ha  che,  pel  caso  di  n  =  5,  le  tre  funzioni  richieste  sono  le 
(  Vx ,      ?  (l'x)  =  [>4  4-  ap.  4-  2  a2/>2  4-  (6  a3  —  i)j>J  /*  , 
(         |  (l'I)  =  [*  -  (a5  -  b)p2  -  5  a  (>3  -  *)/>,]  f  *  , 


(28) 


(29) 
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esprimibili  anche  sotto  la  forma  seguente  : 

(p^x)  =  2    (2 e  —  15  <zs  —  2a2b)~ 5^ \-  a(6ac  —  61  rt'è  -f-  10 b2)        ' 

+  5(2a5i2  -  6 è5—  23rt4c+  r2aèc)-^n» 

6.  Determinate  nel  modo  suesposto  le  — — —  funzioni  razionali  intiere  di  \x,  li- 
nearmente indipendenti,  le  quali  soddisfanno  alle  relazioni  (8)  o  (9),  consideriamo  ora 
l'equazione  del  grado  n  -j-  1,  di  cui  le  radici  sono  i  valori  di  una  funzione  lineare  di 
quelle  funzioni,  valori  corrispondenti  alle  radici  dell'equazione  j  (a)  =  o.  Ponendo  cioè 

(30)  f7=U,G6)  +  U(tfO+  •••  +  '._.?,_,(^). 

nella  quale  le  lQ ,/,,.. .  sono  coefficienti  arbitrari,  consideriamo  la  equazione,  le  radici 
della  quale  sono  i  valori  yo  ,  y\  ,  .. .  della  y  corrispondenti  ad  x  =  xo ,  xit  ... .  È  evi- 
dente, per  quanto  si  è  dimostrato  al  n°  4,  che  il  valore  di  Yy  si  potrà  porre  sotto  la 
forma 
(31)  ^7=  (,nap0  -f  mlpi  -f  m2p2  -f  •  •  •  -\-  mnpjYx, 

nella  quale  ma ,  mt ,  . . .  sono  funzioni  lineari  delle  lo ,  ir ,  ...  e  delle  c,0 ,  %t,  .... 

Ora  si  dimostra  facilmente  che  per  le  funzioni  pr  sussiste  la  proprietà  scritta  nel- 
l'equazione seguente 

l  xprps  =  aspw  -f  as_tpr+2  -f  as_2p      +  •  •  •  +  a,pr+l  +  pr+s+I 
(32) 

'  -  (ar+tPs  +  ar+2ps_,  +  sr+3j>,_2  +  •  ■  •  +  ar+ipi  +  ar^pX 

o  nella 

-  (««..A  +  ",+Jr-,  +  ••■  +  «s+rP,  +  <w,/0; 

quindi,  essendo  per  la  (31) 

y    =   X  /       /      mrmsPrPs  > 
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si  avrà,  sostituendo,  che  y  sarà  una  funzione  lineare  delle  p0,  pt ,  ...  ;  ossia  : 

(53)  y  =  'Po  +  U\  +  KP,  -\ +  UP.. 

nella  quale  le  to ,  ti  ,  ...  sono  funzioni  quadratiche  delle  mo ,  mt  ,  . .  .  ,  e  perciò  anche 
delle  /„ ,  I, ,  .... 

La  ricerca  dell'equazione  che  ha  per  radici  le  y0,  yt,  ...  yn  equivale  dunque  a 
quella  di  trasformare  l'equazione  /  (x)  =  o,  mediante  la  sostituzione  (33),  cioè  mediante 
quella  sostituzione,  che  I'Hermite  opportunamente  propose  fosse  sostituita  all'antica  di 
Tschirnhaus,  e  della  quale  dimostrò  le  proprietà  caratteristiche  *).  Da  questi  lavori 
risulta  che,  se  determinasi  la  quantità  indicata  con  /  in  modo  che  il  coefficiente  del 
secondo  termine  nella  trasformata  in  y  sia  eguale  a  zero,  i  coefficienti  di  tutti  gli  altri 
termini  sono  invarianti  comuni  alla  funzione  j  (x)  ed  alla 

Ora  la  trasformata  in  y  suddetta  avrà,  per  la  proprietà  delle  sue  radici,  La  stessa  forma 
della  equazione  /(-v)  =  o,  cioè  i  coefficienti  di  essa  trasformata  saranno  funzioni  di  v 
quantità  yr  ,  y2 ,  ...  yv ,  come  i  coefficienti  at  ,  a2 ,  ...  lo  sono  delle  ci  ,  ci,  ...  cv . 
Quindi  il  coefficiente  del  secondo  termine  della  trasformata  sarà,  per  quanto  si  è  dimo- 

strato  al  n    2,  eguale  a  zero,  se  e  dispari,  ed  eguale  a    —  2  11  y, ,  se  e 

pari;  e  siccome  dalla  (33)  si  ha  : 

\y  =  (n-\-  1)/  -f  naJo  -f-  (n  —  i)aìtl  -\-  ■■•  -f-  antH_,  , 

n  —  1 
cosi  si  avrà,  per  dispari  : 

(n  -L-  1)/  -f-  naxt0  -j-  (;;  —  i)aji  -f-  •  •  •  -f  njn_,  =  o, 

n  —  1 
e  per  pan  : 

(»  +  i)t  -f-  natt0  -f-  («  —  i)<7,  /,  +  •  •  •  +  «„'„_,  =  2  » y, . 

Rammentando  dunque  la  proprietà  enunciata  sopra  per  questa  trasformazione,  si  avrà 

il  seguente 


*)  Hermite,  Sur  quelques  thiorèmes  d'algebre  et  la  risolution  dt  l'iquation  du  quatrihnt  dtgri 
[Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  pp.  961-967].  Vedi  inoltre 
la  mia  Nota  dello  stesso  anno:  Sulla  trasformazione  delle  equazioni  algebriche  [CX  :  t.  Ili,  pp.  171-175], 
e  due  Note  di  Cayley,  Xote  sur  la  transformation  de  Tschirnhausen  [Journal  lùr  die  reine  und  an- 
gewandte  Mathematik,  t.  LVIII  (1861),  pp.  259-262,  263-269]. 
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Teorema  II. — La  equazione  dell' (ji  -f-  i)m°  grado,  di  cui  le  radici  sono  i  valori 
delle  y0,  y,  ,  •  ■  ■  corrispondenti  ai  valori  xa ,  xt,  ...  di  x  dati  dalla  (33),  ha  la  pro- 
prietà che,  se  è  dispari,  il  coefficiente  del  secondo  termine  è  nullo,  e  quindi  tutti  gli 

altri  coefficienti  sono  invarianti  comuni  alla  funzione  /(.v)  ed  alla 

n  —  1 

e  se  e  pari,  il  coefficiente  del  secondo  termine  potrà   annullarsi  per  una  opportuna 

determinazione  delle  quantità  indeterminate  lo,  /_  ,  .  .  .  ,  ed  anche  in  questo  caso  avrà  luogo 
per  gli  altri  coefficienti  la  proprietà  suddetta. 

7.  In  questo  numero  faremo  una  breve  digressione  relativamente  ad  alcune  pro- 
prietà, non  peranco  avvertite,  del  metodo  di  trasformazione  di  Hermite,  le  quali  tro- 
veranno una  opportuna  applicazione  nelle  ricerche  che  abbiamo   specialmente  di  mira. 

Il  prodotto  di  due  funzioni  pr  essendo  esprimibile  linearmente  mediante  le  funzioni 
medesime,  per  mezzo  delle  relazioni 

PrP,  =  *,P,  -K-./W,   +  *,-,/>,«  +    •  ■  •    +  «,&♦*-,   +  Pr+; 

=  arPs  +  «r-iA-.  +  ar-^P,+2  +    •  •  •    +  «.A+r-,  +  P,+r 
—  fa+iPr-t  +  a,+*Pr-2  +    •  •  •    +  «„*-,/»,  +  O. 

è  evidente  che,  posto 

y  =  t  +toPi  +  i,Pz  +  tJ)-\ H-i*.. 

si  hanno  le 

/  =  *'  +  0>.  +  t\p>  +  ì\p,  -i h  «L.P.  » 

r  =  *"  +  o>,  +  o,  +  <"/>3  +  — 1-  Cp-  . 


nelle  quali  le  *',  ^ ,  ...  sono  funzioni  quadratiche  delle  t,  to,  ...  ;  le  /",  (^ ,  ...  fun- 
zioni cubiche,  e  così  via.  Da  queste  relazioni,  indicando  con  S, ,  S, ,  ...  le  somme  delle 
potenze  delle  radici  deha  trasformata,  si  deducono  le 

S,  =(«-j-  i)i-j-  naito  -f-  (n  —  i)a2 *,-{-•••  +  a«*«_u 
(34)  /    Si  =  («-f-  i)i'-{-  »«,£  +  («  —  i)a/,  -{-•••  +an<'a_I, 
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La  prima  di  esse,  supponendo  S_  =  0,  duri  il  valore  di  /,  il  quale  ridurrà  S2  eguale 
ad  una  funzione  quadratica  delle  to ,  tt  ,  ...  tn_l  .  Se  supponiamo  anche  S2  =  o,  la 
seconda  delle  equazioni  (34)  darà  il  valore  di  (',  cioè  la  espressione  5.  diventerà  fun- 
zione delle  /  ,  /,  ,  ...  t  t  ;  t'0 ,  i\  ,  ...  fu_l ,  e  così  di  seguito.  Quindi,  supponendo 
S,  =  o,  si  ha  : 

o        o 

se  5,  =  0,  S2  =  o,  si  ha  : 

00  00 

se  S,  =  o,  S2  =  0,  5.  =  o,  si  hanno  le 

e  cosi  via.  Analoga  proprietà  ha  luogo  pei  valori  delle  t'0 ,  t't ,  ...  ;  /J,' ,  t" ,  ...  in  fun- 
zione delle  io,  7, ,  ....  Per  esempio,  la  trasformazione  di  Jerrard  per  l'equazione  del 
quinto  grado,  indicando  con  /,  g,  h,  k  quattro  funzioni  lineari  delle  fQ ,  tt ,  t2 ,  *  ,  e 
rappresentando  la  trasformata  colla 

yi     _|_    y_y    _|_    «J    —    0) 

risulterebbe  dalle  quattro  relazioni  : 

f  +  r  +  v  +  *'  =  o, 

//'  +  gg'  +  hb'  -\-kk'  =  0, 

//"  +  gt  +  **'*  +  kk" = r  +  r  +  ^,2  +  *'2  =  «  *> 

ff'  +  g'g"  +  h'h"  +  Vk"  =  n% 

nelle  quali  m,  n  sono  coefficienti  numerici  facilmente  determinabili,  e  le  /',  g',  ...  ;  /", 
g",  ...  sono  i  valori  delle  /,  g,  . . .  ,  nelle  quali  alle  to ,  /,  ,  ...  si  sostituiscano  le  t'oJ 
t[,  ...  ;  t"o,  t",  .... 

8.  Applichiamo  questi  risultati  alle  due  equazioni  particolari  già  considerate,  per  le 
quali  n  =  3,  n  =  5.  Supponendo 
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si  hanno  le 

ì  =  6  a  mo  ms  —  b  m\ ,         to  =  m2o ,         /,  =  2  m0  m, ,         t,  =  4  wj  ; 

i  quali  valori  danno  la 

4  /  —  1 2  a  t,  -\-  bt2  =  o, 

cioè  il  coefficiente  del  secondo  termine  della  trasformata  in  y  è  eguale  a  zero,  come  era 
noto  a  priori.  La  forma  dei  valori  delle  t0 ,  t, ,  t2  dinota  già  che  i  coefficienti  degli 
altri  termini  sono  covarianti  della  forma  biquadratica 

.v4  —  èax2y2  -f-  bxy'  —  3«2>+, 

nei  quali  pongansi  wo,  21/;,  in  luogo  di  x  e  di  y;  cioè  saranno  i  covarianti  irreducibili 

di  quarto  e  di  sesto  grado  di  quella  forma.  Ma  possiamo  anche  calcolare  facilmente  i 

valori  di  quei  coefficienti  col  metodo  esposto  nel  n°  precedente;  il  che  tralasciamo  di  fare 

in  questo  caso,  proponendoci  l'analoga  calcolazione  per  n  ==  5  *). 

Nel  caso  di  n  =  5  si  osservi  dapprima  che  la  equazione  (24),  di  cui  le  radici  sono 

le  x0 ,  x\  ,  ...  x  ,  ponendo 

x  —  a  =  £, 
può  scriversi  : 

l*  —  4<KS  -f-  lob^  —  4  e  £  -|-  5b2  —  4  a  e  =  0  ; 
inoltre,  indicando  con  qt  ,  q2 ,  ...  i  polinomi 

si  hanno  le 

Pi  —  ?i  —  5  <:>     Pa  =  ?2  —  4fl?.  "T"  I0a2  >     P3  =  <?3  —  3  fl  ?2  ~T"  ^  fl2  ?■  —  IOfl'  , 
A»  =  ?4  —  2  fl  ?,  +  3  fl2  ?,  —  4  aì  q,  +  5  fl4 ,    P,  =  q,  —  aq,-\-a2qì—a'q2-{-a'qi—ai, 
per  le  quali  : 

(35)         J^'  +  ^+^  +  ^  +  ^  +  ^^+^.+^  +  ^j  +  ^  +  Vs» 


*)  Vedi  la  mia  nota  citata  più  addietro  :  Sur  une  classe  d'équations  du  quatricme  degré. 
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essendo 

v  =  t  —  5«<0+  io^ri,  —  ioa5/2-{-  ja4/,  —  a!*4,     v0  =  /0  —  40*,  +  6a2/2  —  4fl'/J  +  fl4<4, 

La  equazione  del  sesto  grado,  di  cui  le  radici  sono  le  _y0 ,  y,  ,  ...  y  ,  sarà  evidentemente 
della  forma 

0-  -  A)6  -4A(y-  AJ  +  ioB{y  -  A)>  -4  CO-  -  W)  +  5  ^  -  4^  C  =  o; 

ma,  se  supponesi 

X>'  =  °> 

sarà  ^4  =  o,  e  quella  equazione  si  ridurrà  alla 

(36)  y6  -f-  io5y3  —  4  Cv  +  5  £2  =  0, 

e  rimangono  a  determinarsi  i  valori  di  B,  C.  Ora,  essendo  A  =  0,  si  hanno  dall'equa- 
zione (36)  le 

^T/  =  o,       ^  v3  =  —  305,       JV  =  0,       ]>V  =  20  C; 

quindi,  supponendo 

y2  =  V'  -f  t£  ?,  -4- 1>;  ?a  +  »;  ?3  + 1-:  ?4  +  »4  ?,  > 

/  =  v"  +  i£  jp,  -4-  v'[qi  -f-  W"j3  -f  v"q4  -j-  W^ff   , 


ed  osservando  essere 

si  avranno  le 

3  v  —  1 0  a  v0  -\-  1 5  è  f2  —  2  e  v^  =  o, 

3  t/'  I  0  (2  V'0  -f"   I  J  /'  V 1  2  C  t/  =  O, 

(37)  3 x>"  —  ioai/'  +  15  bv"  —  2cv"4  =  —  15Ì?, 

3"/"  —  ioat/"  ~t~  l)bv"2'  —  2cv'"  =  o, 
3^IV  —  ioflvJ,v  +  15  bv1?  —  2Cf+V  =  io  C. 

Ora,  se  si  moltiplicano  fra  loro  i  due  polinomi 

*  +  *<,?.  +  K.  ?»  +  V75  +  «,  ?4  +  Ms  >     P  +  Po?.  +  ?.?»+  ?»?,  +  M4  +  Mf» 


PROPRIETÀ    FONDAMENTALI    DI    UNA    CLASSE    DI    EQUAZIONI    ALGEBRICHE.  235 

pei  quali  sieno 

(38)  33;  —  IO«ao -f-  ljia2  —  2Ca4  =  O,      3  fi  —  IOflP0  -{-  IJ  b  P2  —  2cP4  =  0, 

e  si  indica  con 

Y  +  Yo  ?.  +  T.  ?,  +  Y,  ?,  +  Y,  ?4  +  Y4  ?s 

il  loro  prodotto;  si  ottengono  pei  valori  di  y0 ,  y, ,  . . .  ,  nei  quali  siensi  eliminate  le  oc, 
fi  col  mezzo  delle  equazioni  (38),  le  espressioni  seguenti  : 

3To  =  8aaop0  —  ij/<ao{i2  -f  *X  +  2*,P,)  +  2c(a0P4  +  a+po  +  6a,fi.  -f  6a,p,  +  6a222) 

-3CS*,-4«)(«,P4  +  «4P.  +  «,P,  +  «,to. 

3Ti  =  3aoPo  -  2<aji,  -L.a,p0)  -  I5*(aA  +  «,?,)  +  2<atP4  +  «+p,  +  6a/^.  +  6«}PJ 

-3(5*i-4*0(«,P4+*4P,+*JP3)> 

3y2  =  3  (ao P,  +  »,  pj  -  2  a  (a,  P,  +  a2  Pfl  +  6  a,  fc)  +  2  e  («,  P4  +  a+  p,  +  6 «}  p.) 

-3(5*1-4*0(«3P4  +  «+P,)» 

3y,  =  3  (ao  p2  +  a2?o  +  ttip,)  -  2a  (a„p3  +  a/io  +  6oc,P2  +  6a/i,)  -f  15/;  (a,p3  +  a,P2) 

+  2c(5'-i?4  +  x4f:'i)  —  30**  —  4«<Qa4P4> 
3Y4  =  3  (ao  S.  +  Xj  p„  +  a,  p,  +  a2  p,)  -  2  a  (a„  P4  +  *4  po  +  6  a,  p;  +  6  x}  p,  +  6  a2  pj 
+  I5K*^4  +  *4P1  +  2aJPJ)-8ca4P4. 

Formando  con  questi  valori  la  espressione 

3y— ioayo+i5èY2— 2cy+, 
e  ponendo  in  essa  dapprima  :  ao  =  vo ,  a,  =  v,  ,  . . .  ,  e  fi0  =  v'o ,  fi,  =  v\  ,  ...  ;  poi 
ao  =  v  ,  oc,  =  t>,  ,  . . .  ,  e  P0  =  t/",  fi,  =  v'" ,  ...  si  ottengono  i  valori  di  B,  C  espressi 
nel  modo  seguente  : 

—  9  B  =  4  (a2  v0  v'0  -f-  e'  w  ?/)  —  9  è  [t'0  v,'  -f- 1',  i/  -+-  (5  b2  —  4  a  OC^l  4"  v*v')) 

j-\-  6b[a(4i>iv[  —  V0V\  —  V2V'ò)  ~\~  C(.4V.V'  —  v-v\  —  v<v'ì)\ 

(39)  { 
I  ~f"  ^  K^o^'i  "4~  v-v'o  ~f~  vivl  "I-  ^i)  ~f"  fl(5^  —  4flc)  (^X  ~f~  w4v'i  ~(~  v2v'.  -4-  ^X)] 

4-4«f(2vof4-)-2v4t'ó — 3X,,V'J — 3vJ'l\ — 3V2V1) — 9^2('z;oW4_l_'l'4t;o'-f~x'i'y3'4~'L'ji;i' — AViV^)y 
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e  6  C  eguale  alla  stessa  espressione,  nella  quale  in  luogo  di  v'0 ,  v \  ,  ...  pongasi  v" , 

v'" , 

Cosi  i  valori  delle  v'a ,  v\ ,  .  . .  si  deducono  dai  superiori  di  y0 ,  y, ,  ...  ponendo 
aD  =  i>0  =  ^o  >  «,  =  ^,  =  i'I,  •  •  •  ,  e  si  hanno  le 

3  v'0  =  Sai'*  —  3ob(v*  -f  v0v2)  -f-  4C  (3V2  -f-  6vtv}  -f-  vovt)  —  6  (jb2—  ^ac)  (v,v4+  vjo\ 

ìv'i=  3vl~  4avovi  —  3obi\v2-\-  4c(viv^-\-6v2v.')  —  3  (5  P  —  4«c)(v?  -f-  2v2v\ 

■$v'2  =  6vovl  —  4ct(vov2-\-  3^)  +  4c(v1^4+  3V;)  —  6(5^ —  4aOx,3x,4> 

3  ir j  =  3  0;  _|_  2  vov2)  —  4  fl(wov3  -f  6  i^vj  -4-  30  k'^,  +  4  a'.r^  —  3  (5  i2  —  4  oc)  v\ , 

3^4=  6(t;0v3  -ff,t'2)  —  40(^0^4  ~f"  6»,»,  +  3*0  +  3°*(V3  +  V2V  )  —  S  ci;2  ; 

ed  analogamente  i  valori  delle  v"  ,  v"' ,  ...  si  ottengono  sostituendo  nei  secondi  membri 
di  queste  ultime  le  v'0,  v\,  ...  in  luogo  di  v  ,  V  ,  .... 

Finalmente,  ponendo  nelle  (39)  questi  valori,  si  avranno  i  valori  di  B,  C  espressi 
da  due  polinomi  del  terzo  e  del  quinto  grado  rispetto  alle  vo ,  vt ,  .... 

Ora,  se  si  suppone 

"da  'db  oc 

le  v,  v0 ,  vi  ,  . .  .  risulteranno  funzioni  quadratiche  delle  /o ,  'T  ,  12 ,  e  così  pure  il  valore 
di  A.  La  equazione  A  =  0  sarà  quindi  una  equazione  di  secondo  grado  rispetto  alle 
indeterminate  Zo ,  /r  ,  12,  e  potrà  quindi  essere  soddisfatta  determinando  opportunamente 
una  di  esse.  I  valori  corrispondenti  delle  vo,  vx,  ...  daranno  quindi  quelli  dei  coeffi- 
cienti B,  C  della  trasformata. 

9.  Ogni  funzione  razionale  intiera  di  ]/ x ,  la  quale  soddisfi  la  relazione  (8)  o  (9), 
essendo  esprimibile  linearmente  col  mezzo  di  — — —  funzioni  conosciute,  se  indichiamo 

colla  Y y  nella  equazione  (30)  una  di  quelle  funzioni  razionali  intiere,  le  sue  derivate  prime, 
seconde,  . . .  rispetto  alle  ct ,  c2 ,  ...  cv  godranno  della  stessa  proprietà,  cioè  saranno 

linearmente  esprimibili  mediante  quelle  — — —  funzioni.  Se  quindi  le  ct  ,  c2,  ...  cv  si 
potessero  considerare  come  funzioni  di  una  stessa  quantità  u,  quella  proprietà  si  veri- 
ficherebbe per  le  derivate  prime,  seconde,  ...  di  Y y  rispetto  ad  e»;  ossia  colla 

Vy  =  K  ?0  if~x)  + 1,  ?,(^)  +  •  •  ■  +  'v-  ?v_,(i^) 

sussisterebbero  le 
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^  =  F*.(v*)  +  e?,  (f  *)  +  •  ■  •  +  e,  ?»_,  (v~x) , 

dalle  quali,  eliminando  le  oo(yT),  9,(^x),  ...  p^_,(V*)>  Sl  ottiene  la  equazione  dif- 
ferenziale lineare  dell'ordine  v  : 

dot  db>  d(ùv 

La  determinazione  dei  coefficienti  che  entrano  a  formare  quelle  equazioni  si  può  otte- 
nere nel  modo  seguente.  Essendo 

òVy  _  dVy  df^   .    (  dVy\ 

dcs  ~  Bfx     de,  "r"  \  dcs  J  ' 

nella  quale  I    ,       I  è  la  derivata  rispetto  a  e    del  polinomio  |/)T  in    quanto   cs    entra 
nei  suoi  coefficienti,  si  ha  per  la  (31)  : 

f=f[-("'4+»^è+-+"'-t)+».+»'^-+^]+(f)- 

Ora  dalla  (3)  si  deduce  essere 

quindi,  per  la  relazione  facilmente  dimostrabile 

x&  i&-  =  Htr  —  (/;,+I|,  x'-  -f  /;;+I;2  x'"2  +  •  •  •  +  fci+l>r), 

nella  quale 

H„r  =  'Pi*  +  (r—  1)  «,/»**-.  + f"  «,-,/Vm 
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si  avrà,  rammentando  i  valori  di  At  r ,  la 
ossia  : 

*-£«.+4,P.+  -  -M tó-^Wt -*(££)• 

Sostituendo  si  otterrà  : 

-"Kt)+-(t)+-+-(t)]^ 

ed  osservando  essere 

+'».(t)+"'-(ft)+-+"'-(t)]^- 

si  avrà  : 
2  a  -^  =  2  [m,  J  ^.+I  /f,  +  m2  J  4,i+1  #,,,  +  •  •  •  +  ™, ,  J  <i+I  ffj]  ^ 

+  2A-X-(m0  +  ^I+  ■••  +,„,A)  +  2A^  +  ^i>  +  ...  +^„)^. 

Se  in  questa   equazione   si  fa  s=  1,  2,  . .  •  v  e  si   moltiplicano   le    risultanti   per  ^  , 
~k2 ,  ...  Xv ,  si  ha  per  le  (4),  (5)  la  seguente  : 

2  A  Jx  -^  =  2  ["m,  J  ?,  //,,,  +  ma  J  ^,  Hj>a  + 1-  »»„  J  E.  #  ,„1  ^ 

+  (É„  +  ;,/>,+ hUOK +"*./>«  + h'"„/0^ 
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e  riducendo  per  mezzo  della  formola  trovata  nel  n°  7  pel  valore  del  prodotto  prps  in 
funzione  lineare  di  p,  ,  p1 ,  . . .  ,  si  ottiene  : 

(40)  2A£Aj^Ly  =(u0  +  i»I^I  +  uaj»1+ hiJ>J^. 

nella  quale,  posto  per  brevità 

S,,s  =  aXr+  3  *,_,  £,_>  +  5  <*,_2 EM  +  •  •  •  +  (**+  0  £r-,  » 
/,,,  =  *,+^,C  +  3<wJ,«  +  •••  +(2«  —  2r  —  2i+i)a.+I5._f+I, 
si  ha  : 

(     1,  =   >»o£r,0  +    '».  Sr,l  +     •  *  '     +  "KSr.r 

#  I  r-M'r.I      .  r  +  2    Jr,2     1  1  ""•'-'       '  Z_     !    5  C% 

Se  nella   equazione   (40)  si  pongono  per  £o ,  £,  ,  ...  e  per  Xt ,  \ ,  . . .  i  valori  tro- 

dj/y~  Qi/Z 

vati   antecedentemente,  si  otterranno  le  espressioni  di     .  J  ,      .  y  ....  formate  colle 

oc,         oc2 
«  4- 1    ,      .     . 

funzioni  conosciute. 

2 

Per  esempio,   assumendo   per  Xs  il  valore  pel  quale  si  ottenne    l'equazione   (18), 
ponendo  cioè 

si  hanno,  come  si  è  dimostrato  al  n°  4,  le 
quindi  dalla  (40)  si  deduce  : 

2'%LS'c'-dr=(.rio+i>,pi+*2p2+  ■■■  -hxpjfx, 

essendo 

•i,  =  (2j+  0'«,  +  22Lg'c>~d7  " 

Per  «  =  5,  supponendo 

yy=?(>G), 

si  hanno  per  le  seconde  delle  (28)  : 

m0  =  0  ,     ml  =  6a>  —  b  ,     m2  =  2  a\     m  =  a ,     m  =  1 ,     m  =  0  ; 
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quindi  : 

Cosi,  se 

sono 

w0  =  0,     m,  =  —  Jtf(a;  —  è),     W,  =  — («'  — i),     w;j  =  o,     w4  =  0  ,     m   =  1  ; 


per  cui  : 

2 


W+^+«.^-«t<*D. 


In  generale,   supponendo    rappresentato  J^  mediante  l'equazione  (30),  si  hanno  le 
?"0  =  h  ,  mw+I  =  /, ,  wv+J  =  Za ,  ...  mn  =  /,_,  , 


per  le  quali,  rammentando  le  (13),  (15),  si  ottengono  le 


*ìv  =  V>W,  +  5>v+a  +    •  •  •    +  ET2'-/!,,  , 

e  dalla  (40)  la 

(42)   2^\<^L  =  -nof-x  +  „y+i ?i (|/^)  +  71v^2  ?2(]G)  -f  ■  •  •  +  r.n ?y_,  (|^)  , 

ed  i  valori  delle  r,o ,  »V+I  ,  nv+2  ,...,71,,  saranno  dati  dalla  (41),  nella  quale  pongansi 
per  m0 ,  tn1 ,  ...  i  valori  superiori. 

Si  avranno,  col  mezzo  di  questa  formoli  generale,  per  n  =  5,  molto  facilmente  le 

-[•"■^)+^-#)+1)a-#-)]  =  "^+«^(^)+.,^), 
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nelle  quali  >.,  ,  \  ,  X    hanno  i  valori  trovati  nel  n°  j,  e 

no  =  —  (519  a8  —  648  a>b  —  20  a1  V  -f-  256  a1  e  —  3  2  a  b  e)  , 
ti4  =  —  2oa(naì  —  4&),        n   =  —  18(3^' —  b), 
3o  =  20  (a''  —  b)  (22  aé  —  24  ai  è  —  b1  -j-  8  a  e)  , 
à4  =  2oa2(a5  —  b)  ,        3s  =  —  50(35  a3  —  8/>)  , 

ed  analogamente  : 

essendo 

•^  =  4  (a5  —  />)  (122  aù  —  i20fl!  b  -\-  15  b'  -f-  Sa  e)  , 

7)4=i8oa2(a3  —  b)  ,        y)'  =  58a4 —  73  ai, 

a£=  —  io  (a'  —  ^)J(4i  #4  —  36  ab)  , 

3+  =  io(a!  —  6)*,         i'  =  194 as  —  190 a2  b  —  4 e  . 

17  marzo  1864. 

[Ca.],  [Pa.]. 


BRioscai,  tomo  III. 


CXVII. 

SOPRA  LE  EQUAZIONI  GENERALI  DELL'OTTAVO  GRADO 

CHE  HANNO  LO  STESSO  GRUPPO  DELLE  EQUAZIONI 

DEL  MOLTIPLICATORE  CORRISPONDENTE  ALLA  TRASFORMAZIONE 

DI  SETTIMO  ORDINE  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e,  lettere,  serie  II,  volume  I  (1868),  pp.  68-72. 


1.  È  noto  che,  posto 

x  =  \'k.  sn  (l,  h)  ,         y  =  fk.  sn  &£,  X) , 

nelle  quali  sono  \  l'argomento,  k,  1  i  due  moduli,  ^  il  moltiplicatore,  la  formola  per  la 
trasformazione  del  settimo  ordine  è  la  seguente  : 

C/fr)  _  x(B.  +  B2x2  +  Btx*  +  Bx6) 
y  ~    v(x)  ~       £  +  fl,  x1  -f  B2x*  +  B,x6 

Se  con  u,  v  si  indicano  le  espressioni  yF,  \'\,  i  valori  B,  Bt  ,  B2,  B.  sono  dati  dalle 
formole  : 

k'  B  =  (i  —  uv)2\/{, 

k  V  B     _      (i    —  UV)(UV  —  k2)(2H2V2  —   »!>-{-  2)      ,- 
'  («l-(-(i))  (m  ^  -j-  co2) 

2  K  (W  V  -(-   CO)  ((<  f   -|-   CO   ) 

kk-B  _    ^(»^  —  i)(t'-»f)  ,/r 
(<<  u  -["  °j)  (" v  -f-  (°2)      v  ' 
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essendo  co  una  radice  cubica    immaginaria  dell'unità.  La  relazione    fra  il  moltiplicatore 

ed  i  moduli  è  la 

k'  —  uv 

*■  UZ<(llV  —    l)((<  V  +  w)  (/!t'  +  Co2)  ' 

e  la  equazione  modulare  è  la  seguente  : 

HV  -\-  II'  V'  =   I, 

alla  quale  può  anche  darsi  la  forma  : 

7  [u  v  (/i  v  —  i  )  (m  v  +  co)  (m  v  +  co2)]2  =  (m  v  —  i»s)  (F  —  ii  v). 
Infine  la  equazione  del  moltiplicatore  si  trova  essere  la 

*,fe+i)'fc-7)  +  *"fc-i),fe  +  7) 

—  21  .2sk2k'\2  +  2"  k2k'2(i  —  2k2)i  —  o, 
che  sviluppata  dà  : 

^8-28^+II2(l-2F)^-  2IO^+224(l-2À-2)^-28(5  +  3.  2W)^2 
+  16(3  +  27Ì2À-'2)(l  —  2k2)l —  7  =  0. 


(0, 


2.  Indicando  con  K,  K'  le  funzioni  complete  dell'integrale  ellittico,  e  posto 

q=e     K  , 

è  noto  che  le  radici  ^  ,  ^0 ,  ...  ^6  dell'equazione   superiore   (1)   possono    esprimersi 
per  mezzo  di  quattro    rapporti  A0 ,  A;  ,  A2,   A    fra  serie  doppiamente  infinite;  cioè  : 

A-  =  T  S*7"*'        J'  =  T? f  Z^7""2^' 

cioè,  denominando  p  una  radice  settima  immaginaria  dell'unità,  si  hanno  le 


(2)  A„  =  40V-7,         KJ  =  ^o  +  fI^,  +  P4'^+?2,^J 

posto  s  =  o,  1,  2,  . . .  6. 

La  teoria  delle  funzioni  ellittiche  ci  presenta  molte   altre  equazioni  le  radici  delle 
quali  godono  della  proprietà  espressa  colle  relazioni  (2),  come  per  esempio  quelle  che 
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hanno  per  radici  le 


1  V  XV    , 

T1'       ~V1'       Wl 


Ad  ognuna  di  queste  equazioni  corrispondono  evidentemente  differenti  valori  delle  A0 , 
Alt  A2,  A.;  perciò,  formando  la  equazione  di  cui  le  radici  sono  le  ^  ,  %0 ,  . .  .  £6  date 
dalle  relazioni  (2)  nella  ipotesi  che  le  A0 ,  A,  ...  sieno  quantità  indeterminate,  le  varie 
equazioni  sopra  accennate  saranno  casi  particolari  di  questa. 

3.  È  noto  che  nelle  trasformazioni  del  terzo  e  del  quinto  ordine  i  coefficienti 
delle  equazioni  corrispondenti  alla  superiore  sono  funzioni  razionali  intiere  di  due 
quantità  nel  primo  caso,  di  tre  nel  secondo,  queste  pure  funzioni  razionali  ed  intiere 
delle  A0 ,  At ,  ...  Nel  caso  particolare,  che  ora  ci  occupa,  la  ricerca  dei  coefficienti 
dell'equazione  dell'ottavo  grado  non  è  così  semplice  come  pei  primi  due  gradi  ed  i  va- 
lori che  si  ottengono  sono  abbastanza  complicati. 

Posto 

ao  =  J,AtAJt 

x,  =  A\Aì  +  A\At  +  A\A2, 

x2  =  A\A\  +  A\A\-\-  A\ Al, 

ol}  =  «*  +  A2A\  +  A}Al  -f  A,  Al, 

\  =  l*0*i  +  A]  +  Al  +  A], 

osserviamo  dapprima  che  fra  le  cinque  quantità  ao ,  a, ,  . . .  a  si  hanno  le  due  equa- 
zioni identiche  : 

x,  x    —  x„  a    =  a2  —  7  x2  x   , 

a2a4  —  a;  —  aoaj  =  7  ao  ~f"  2  xo  ai  a2  ~h  ai  > 
per  le  quali  : 

x,  x  x    — x^x    — xt  x2  =  (xqx^  -)-  x2)2  . 

Da  queste  relazioni  si  deducono  facilmente  i  valori  di  x  ,  x  in  funzione  delle  xo ,  x,  , 
x2  sotto  una  forma  che  merita  d'essere  notata.  Eliminando  la  x  dalle  due  superiori 
si  ottiene  la 

xox2  —  (x,x2  —  x>)x;  -f-  7  %'o  -L-  a2  —  J«oaiaa  -{-  aoajJ  =  0, 
che  dà: 

°S  =  ~~^~  (a,  aj  —  ao  i  tX*»  -f-  i8x^x,  x2  —  27  x*  —  4aox2  —  4«oa0  ' 
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nella  quale  espressione  la  quantità  sotto  il  segno  radicale  è  il  discriminante  della  forma 
cubica 

a0*'  ~~\~  7<  x*y  ~1~  °L2xyI  ~\~  ao},J- 

Sia  ora 

(3)  ì*  +  "■  t  +  *,**  +  ■  •  •  +  V  +  a»  =  ° 

la  equazione    cercata  ;  si  ha  evidentemente  at  =  o,  ed  i  coefficienti  a2 ,  a  ,  .  . .  a%  si 
ponno  esprimere  colle  sei  quantità  A0 ,  oc0  ,  oc,  ,  ol2  ,  oc  ,  a^ .  Ponendo 

2A*0-\-  6  Aoxo  -j-  *,  =  2fl, 

8^0  —  2oA\\  —  ioA-0i.i  —  ioAo%i  —  14  a*  —  a.  =  8b, 

si  hanno  dapprima  le 

a,  =  —  2817,         fl   =  112/». 

Il  valore  di  a&  si  ottiene  assai  facilmente  dal  prodotto  delle  radici  e  trovasi  : 

as  =  —  j  A2o(Al  -\-  14  Al ko  —  7 ^«,  +  14  A\ x2  —  7  ^4o a.  -f-  a4)2 , 

sicché,  posto 

—  e  =  8  A'0  y.0  —  U^.,-)-  14^  oc3  —  7  ^  a.  —  9  ^ a*  —  3  ,4o ao  a,  -f-  Ao a4  —  j  x* , 

si  ottiene  la 

«g  =  —  7  («'  —  02  • 
Se  inoltre  poniamo 

—  T^=  I^^oao  —  8^ a,  -f-  \iA\ini  —  8,4*a  —  &A\i.\  —  2  Ao7.o%1  -\- Aoz4  —  «„<*,, 

possiamo  dare  al  valore  di  a    la  forma  : 

a4  =  —  14(15  a2  —  29  e  +  14^). 

Il  valore  di  a_  si  può  dedurre  dai  valori  degli  altri  coefficienti  osservando  che, 
essendo  ^  =  —  7  A\ ,  ed  il  prodotto  delle  altre  radici  eguale  al  quadrato  di  una  fun- 
zione intiera  delle  quantità  A0 ,  ao  ,  .  . . ,  la  equazione  (3),  nella  quale  pongasi  ^  =  ^  ,  è 
divisibile  per  7  ^ ,  per  cui,  indicando  con  H  quella  funzione,  si  hanno  : 

a.=  f  Ao   +  fa,^o~  74«j^*+  7;«4^o—  72fls^o+  7 fl6^o  —  #', 
ai  =  —  1A*0H1. 
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Aggiungiamo  da  ultimo  i  valori  dei  coefficienti  a.  ,  a6 ,  cioè  : 

a.  =  14  (16 ab  —  6y), 

ab  =  —  7(32^  —  i2<z;  -f-  §4'''"  —  24 ad  -f-  '^), 
essendo 

y  =  izA:0xo  —  16  Al0  xt  —  8^z,  —  76  A\-j.\  -\-  16  A\%   -(-  z  A\  x    —  1\Ai0xoxi 
-f-  1 8  A'o  xo  x ,  —  4  A'Q  x\  -(-  6  A0  xo  a,  —  4  A0 a,  «a  —  1 4  A   x'a  -\-  2  x\  —  x  x _ , 

t>  =  320  J;  a,  —  ZZoAvo  a.  -j-  554^*0  ~\~  1I2  ^lx    —  ^5^-^oxoxi 

—  So^a;  -j-  I200^aoa2  —  1360^7/  -j-  óoJ^x,  7.,  —  ioo^«oa. 

—  50 .4*  a,  a,  -f-  440  ^  a0  ot4  —  70 A20x2z  -\-  ^ A0x2ox,  -\-  18  .^oa,a, 

—  I  I4^4oaoaj  -\-  izA  a,  a    —  iox,  x    -)- -^  *'  -(- j2a  t(  »,  -j-ja5. 
Riserviamo  ad  una  ulteriore  comunicazione  lo  studio  di  queste  funzioni  y>  <^- 

23  gennaio  1868. 

[B.],  [G.J. 


CXVIII. 

SULLA  EQUAZIONE  CHE  DÀ  I  PUNTI  DI  FLESSO 
DELLE  CURVE  ELLITTICHE. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere,  serie   II,   volume  II  (1869,),  pp.   S S9"S6S • 


1.  Denomineremo   curva  ellittica  una  curva  piana  dell'  nm°  ordine,  la  quale  abbia 

-  punti  doppi  o  di  regresso.  Queste  curve,  già  considerate  dal  signor  Clebsch 

nell'importante  suo  lavoro  :  Ucber  dìejenigen  Curven,  deren  Coordinaten  sich  ah  ellipti- 
sche  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen  *),  hanno  la  proprietà  che  le  coordi- 
nate xs  ;  x2  :  xì  di  un  punto  si  ponno  esprimere  in  funzione  di  un  parametro  x  nel 
modo  seguente  : 

\  ?x,  =/JW  +  fiWKj!). 

nelle  quali  le  funzioni  /,  <p  sono  intiere  e  razionali,  e 

ty  (x)  —  \'x(i  —  x)(i  —  k*x)  . 

I  polinomi  /  sono,  per  n  pari,  del  grado  — ,  e  del  grado  — — —   per  n  dispari  ; 


*)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXIV  (1865),  pp.   210-270. —  Vedi  anche 
Clebsch  und  Gordan,  Theorit  der  Abelschen  Functionen  (Leipzig,  1866),  pag.  70. 
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ed  i  <p  sono  nel  primo  caso  del  grado 2  ,  e  nel  secondo  di  grado  i  ;  co- 
sicché una  curva  ellittica  dell'ordine  pari  n  ed  una  della  stessa  specie  dell'ordine  n  —  1 
possono  essere  rappresentate  dalle  stesse  relazioni  (1),  solo  che  in  quest'ultimo  caso  i 
coefficienti  delle/,  9  devono  soddisfare  ad  alcune  condizioni,  come  si  vedrà  in  seguito. 
Se  indichiamo  con  accenti  le  derivate  rispetto  al  parametro  x,  è  noto  essere  la 
equazione,  che  dà  i  punti  di  flesso  per  la  curva  che  si  considera,  la  seguente: 


0) 


Ora,  indicando  con  A,  Ai ,  A2  i  determinanti 

e  con  B,  Bi ,  B,   quelli  che  si  ottengono  dai  medesimi  permutando  le  /,  cp  ;  inoltre 
con  C,  C'  i  determinanti 


X±/./;?;>    X± ?,/,/;; 


e  con  D,  Dt  quelli  che  si  deducono  colla  stessa  permutazione  dai  superiori  ;  si  giunge 
facilmente,  sostituendo  i  valori  (1)  nella  (2),  alla  equazione  seguente  : 

(3) J  +  AJ  +  B0Y  +  B'Y  -f  (C0  -  D0W  +  (C,  -  D,  w  +  2Dty  —  o, 

nella  quale  si  è  posto  : 

(4)A0  =  Al-\-2A1+C')    B„  =  Bl  +  2B1  +  D',     C0=sC-C[,    D0=ÌD  —  D\. 

Se  infine  si  denominano  con  u,  v  i  polinomi  del  secondo  e  del  quarto  grado 

i-[i  -  2(1  +  !r)x  -f  3// x2] ,        f  bVx*  -  4k\i  +  V)x>  +  6h*x*  -  1], 

si  ha 

+  =  y       +    =  ^  ' 

sostituendo  questi  valori  nella  (3)  e  facendo  sparire  i  radicali,  si  ottiene  la 
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C\  v2  -f-  [2  Co  Ctuv  —  D\  (2  u2  —  v)2]  A2 

-f-  [C2u2  +  2AoCiv  +  2Di(Dok-J)(2«!-d)]ì4 

+  [2  Ao  C0u  +  25  C, v  —  (Do «  —  J)2  —  2  50  D,  (2  «*  —  v)] <}6 

-f  K+  2BC0u  +  2Bo(Dou  —  J)]^  +  (2  AoB  -  B2o)Y°  +  B2f2  =  o, 

equazione  di  cui  le  radici  sono  i  valori  del  parametro  x  corrispondenti  ai  punti  di  flesso 
della  curva. 

Per  n  pari,  il    grado  di    Ci    essendo  — 4  ;  perciò  — 5     quello     di    C0  ; 

— 6  i  "radi  di  A,  A  ,  D  ;  quindi 7, 8  quelli  di  D   e  di  B  ;  in- 

fine  — 12  il  grado  di  B  ;  si  ha  che  il  grado  dell'equazione  superiore  è  eguale  a 

3  n,  come  è  noto.  Ma  per  n  dispari,  il  grado  dell'equazione  stessa  deducendosi  da 
quello  corrispondente  ad  n  pari,  mutando  la  n  in  n  -j-  1,  risulterebbe  eguale  a  3  («  -j-  1), 
mentre  il  numero  dei  punti  di  flesso  non  può  essere  superiore  a  3  n.  Il  primo  membro 
dell'equazione  (5)  deve  quindi  per  n  dispari  contenere  un  fattore  del  terzo  grado  e- 
straneo  alla  quistione,  e  per  l'esistenza  di  esso  si  vengono  appunto  a  stabilire  quelle 
relazioni  fra  i  coefficienti  delle  /',  9  ed  il  modulo  k,  delle  quali  si  fece  cenno  più  sopra. 

2.  Consideriamo  in  particolare  le  curve  del  terzo  ordi.ie  e  quelle  del  quarto  con 
due  punti  doppi.  Nell'uno  e  nell'altro  di  questi  ca^i  le  v  essendo  costanti,  si  hanno  le 

A%  =  B  =  Bt  =  Bì  =  C  =  D  =  Dt  =  o; 

le  equazioni  (3),  (4)  danno  : 

(6)  A +  4t$  —  C/V+  C,f  =  0, 

nella  quale  A  ed  Al  sono  costanti,   C,  è  del  secondo  grado  in  x  ;  e  la  (5)  diventa  : 

0')  c;v  —  2  c,  c;«t^2  +  (c;2  »2  +  2^,  c,^4  —  (2^  c;«  +  ^2)^6  +  ^8  =  0. 

Sia 

C,   =  ÒNQX2  -    2-\.V  +  S2  =  \(X  —  Xo){x  —  A",), 

si  ha  evidentemente  A   =  2  So . 
Ora  dalla  equazione  identica 

^  _  r2  r((v  _  _Yj  _j_  ¥fx  __  xj,  _^  ^2  _  ^  _  ^y^s  +  ^  ^ 
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e  dalla  analoga  nella  quale  siasi  posto  x,  in  luogo  di  x0 ,  si  deduce  la  seguente 

4  &;<l<4 = 2  (2  *„  c;  11  4-  -|-c;j — 3  *2  e,  e;  4-  &#*  4- 1$*\  y  —  2<y  4- v)(C[2~ ^cj, 

per  mezzo  della  quale  eliminando  1}8  dalla  superiore  (6')  ottiensi  : 

C2v2  —  2CiC>i<ó2-}-(4&oC,  —  C;2)(«2-|-  21;)^ 

4-  (2yc'  —  6fe2C,c!  +  2^'Vo  +  2^;i;  — ^2)v6^o, 

essendo  <|»0 ,  J/f  i  valori  di  ^  corrispondenti  ad  x  =  x0 ,  x  =  xt  . 
Questa  equazione,  osservando  essere 

4soc,  —  e;2  =  4(ÌJ2  —  S2)  =  4  A, 
può  anche  scriversi  : 

C\  v 2  —  2  C,  C\'  u  wj/1  -j-  4 A  (»2  -}-  2 1')  v4 

4-  (  ik*  c,  e;  —  ^  e;  a  4-2^  4-  2^:2  —  j2\'J  =  0. 

Infine,  posto  -s3-  =  S,  essendo 

u»  -L.  v  =  _  (,   -L.  £2  -   3  i'x)-y  (a), 

**M  +  +D  =  4*:f  (&)  +  4*0  +  *2  -  3i3^), 
si  avrà  : 

4 A(«2  +  „)  4-  »$(+:  +  ^)i2  =  ^y-  a  e;  +  4  W&)]+a ; 

quindi  sostituendo  si  giungerà  all'equazione  richiesta  : 

(7)   c\  v1  -  2  c,  c;  «  v  ^  +  4  a vy  4- 1"^-  c;s  +  4  ^  i2  (8)  -  ^21  i6  =  0. 

Se  n  =  3,  vedesi  facilmente  che,  supposto  A  =  o,  inoltre  ^4  ==  4  2  50  i  (S) ,  la 
equazione  superiore  è  divisibile  pel  fattore  di  terzo  grado  82  (x  —  x0)!,  ed  eseguita 
la  divisione,  si  avrà  per  l'equazione  del  nono  grado,  che  dà  i  punti  di  flesso  di  una 
cubica  : 

(x  —  xjv2  —  411  vh2  -j-  <\k2^6  =  0, 

alla  quale,  per  la  identità 

v2  —  41111(1  —  x)(i  —  k2  x)  -\-  4Ì2x2(i  —  x')'(i  —  k2xy  —  w1 , 
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posto 

w  =  i.fl*x«  -  6k*x>  +  4(1  +  ¥)x  -  3], 

può  darsi  la  forma  : 

(8)  xw1  —  x0v2  =  0. 

Ma,  supponendo 

/;  (X)   =   Ui   "T"   ^j  X  "T"    Ci  **j  ?s  =  ai  > 

e  quindi 

^o  ==  /_  i  «.^f; ,     ^,  =  /"  i  fl,a2Cj»     ^  =  /"  i  a,  b1x} ,     ^=2^  +  aitac, 

si  hanno  le 

"7    ^  aj     =     fl,  ^O    ~f"     ^i  ^1     ~t~    CS  ^2    »  C*  =    '>     2>     3) 

dunque  per  le  cubiche,  alle  due  relazioni  stabilite  sopra  fra  i  coefficienti  delle/,  9  ponno 
sostituirsi  le 

at  -f-  b  x0  -j-  e,  x*  -{-  af()/o  =  o, 

per  la  sussistenza  delle  quali  nelle  (1)  dovrà  p  annullarsi  per  a-  =  x0  . 

Per  una  curva  del  quarto  ordine  con  due  punti  doppi,  i  valori  delle  at  ,  bt,  clt  et 
sono  i  seguenti  *)  : 

*1  =  »*[f  —  (P,  +p}p  +  PJ& 

K=—  «,  i*P  +  (P,  +  P,)9  +  2  **f  ,f  ,f], 

*,  =  —  2».(P,  —  /^GO, 
essendo 

?  =  i  -2(1  +  **)p  +  *Y; 

ed  i  valori  della  a2 ,  bt,  c2,  «2  ;  a. ,  b, ,  e  ,  a   si  deducono  dai  superiori  sostituendo 
?2  a  p2 ,  w2  ad  m,  nel  primo  caso  ;  q,  a  &  ,  m    ad  m1  nel  secondo. 
Per  questi  valori  si  ha  dapprima  : 

A  =  M(p}  -  pj{i  -  2 (1  +  **)/>  -  *y  [  -  5  +  5  W  -2(1+  **)  k*p>  +  *♦/>♦]}, 


*)  Vedi  la  Memoria  citata  del  signor  Clebsch,  p.  255. 
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poi 


posto 


C,  =  2MÒ(pm  +  2  *>')*'  -  2/(1   -  k*p*)x  -  f(q  +  2) 

+  G>,  4-  />,)(!  -  *I/>1)[*1P*J  +  (i  +  **/>>  +  p] 

- PJ>,[vp'(q  +  2).v2  +  * **p0  -  **/>*)*  —  (?  +  2^p2)]ì, 

M  =  2  w,  /»,  m.  (pt  —  (j2)  (/>}  —  ?.)  ; 


e  questi  valori  sostituiti  nella  (7)  conducono  all'equazione  del  dodicesimo  grado,  che  dà 
i  punti  di  flesso  per  le  curve  di  quarto  ordine  con  due  punti  doppi. 

In  generale,  fatta  eccezione  del  caso  ;/  =  3,  la  sussistenza  del  fattore  del  terzo 
grado  contenuto  nel  primo  membro  della  (5)  si  palesa  tosto,  allorquando  suppongasi 
che  le  funzioni  /  abbiano  un  fattore  lineare  comune,  e  questo  fattore  sia  il  parametro 
x.  Infatti  in  questo  caso  Cl  ha  il  fattore  x~  e  C,  D  hanno  il  fattore  x,  quindi  il  primo 
membro  della  (5)  è  divisibile  per  x'.  .Ma  se  n  =  3,  si  avrebbe  in  questa  ipotesi  A  =  o, 
e  l'equazione  (6)  che  dà  i  punti  di  flesso  si  ridurrebbe  al  sesto  grado.     ' 

Del  resto,  egli  è  evidente  che  per  la  rappresentazione  (1)  di  una  curva  ellittica, 
la  equazione  che  dà  i  punti  di  flesso,  ed  in  generale  le  equazioni,  che  danno  i  valori 
del  parametro  x  relativi  a  punti  di  contatto  di  qualunque  ordine  fra  la  curva  data  ed 
un'altra  curva,  corrispondono  alla  relazione  algebrica  del  teorema  d'ABEL.  Per  esempio, 
per  la  curva  di  quarto  ordine  con  due  punti  doppi  considerata  sopra,  denominando  /, 
m  i  valori  del  parametro  per  uno  dei  punti  doppi,  l'equazione  che  dà  i  punti  di  flesso 
prende  la  forma  *)  : 

(x  —  /);  V"  (a-,  /)  —  /;  (.v  —  my  W"  (a-,  ni)  —  o  , 
nella  quale 

„.(,,0  =  iM^CO, 

e  gli  accenti  indicano  derivate  rispetto  ad  x.  Il  coefficiente  /;  è  dato,  come  è  noto,  dalle 

/.  (0  + 1.  (0  v  (0  =  *  [/.  O)  +  9,  (»0  v  (»)]• 

Infatti  l'equazione  superiore  sviluppata  dà  : 

2 [v 00  -  K0]  -  2(*  -  iyy  +  (*  -  /)'■:■■ 
—  h  \2  [v  O)  —  ty  O)]  —  2  O  —  m)  v'  +  (a-  —  my  y"!  =  o , 


*)  Per  le  cubiche  la  relazione  sarebbe  f"  (  x,  x0)  =  o. 
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la  quale  coincide  colla  (6),  posto 

A  —  2  [bty  (ni)  —  $  (/)],        Ax  =  2  (i  —  /;),        C,  =  (.v  —  l)2  —  /;  (x  —  m)2 , 

e  quindi  : 

So  =  i  —  /;,         $t  =  /  —  /;  m,         S2  =  I2  —  /;  m2. 

3.  La  risoluzione  della  equazione  (8)  fu  già  ^oggetto,  da  un  altro  punto  di  vista, 
di  una  importante  Memoria  del  signor  Hesse  *),  riportata  dal  signor  Serret  in  una 
Nota  del  suo  Cours  d'Algebre  Supérieure.  Che  quella  equazione  sia  risolubile  algebrica- 
mente, risulta  dall'essere  la  medesima  l'equazione  corrispondente  alla  trisezione  delle 
funzioni  ellittiche  ;  ma  questa  considerazione  ci  offre  anche  il  mezzo  più  semplice  per 
giungere  a  quella  soluzione.  Si  indichino  con  p,  q  due  quantità  definite  dalle  relazioni 

pq  =  —  h     P'  -  6P  +  ?  =  4     \     ; 

i  polinomi  v,  iv  dell'equazione  (8)  potranno  scriversi  nel  modo  seguente  : 
V  =  -  j;  (l  +  Pkx)  [(I  +  b  k  x)2  +  q  kx  (p  +  k X)2]  , 

*>  =  t  (p  +  k  x)  i'i  ;i+P k  XY  +  kx(P  +  k  XYÌ  > 
ossia,  ponendo 

si  avranno  le 

v  =  -  7(1  +pkxy(i  +  qy),         u>=  iQ>  +  frx)(l  +/>A-x)I((?  +  j), 
e  sostituendo  nella  (8)  : 

La  risoluzione  dell'equazione  (8)  del  nono  grado  dipenderà  quindi  : 
i°)  dalla  risoluzione  dell'equazione  del  quarto  grado 

p*  -  6p2  -  4      \       p-  3=0; 


*)  Hesse,  Algebraische  Auflòsung  ierjenigen  Gleifihungen  9.  Graia,  deren  Wurifin  die  Eigenschaft 
hàbtn,  dass  cine  gegebem  rationale  und  symmetrische  Function  6  (x?_ ,  x^  )  ;'«  ^w^i'cr  Wur^eln  xj_ ,  Xp. 
««e  dn'tfe  Wur\à  x%  giefcf,  io  da«  gleichx_eitig  :  xx  =  0(x?_  ,  x^  ),  x3_  =  b(x^  ,  x.(  ),  x^  =  6(x„  ,  x^  ) 
[Journal    fùr    die    reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXIV  (1847),  pp.  193-208]. 
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2°)  dalla  risoluzione  dell'equazione  del  terzo  grado 

yipy  -  lY  —  kxo(P  —  sy)1  =  °  ; 

3°)  dalla  risoluzione  della  seconda  equazione  del  terzo  grado 

kx(kx  -f-  p)1  —  y(j>kx  +  i)2  =  o. 

Da  queste  equazioni  si  potrebbero  facilmente  dedurre  le  note  proprietà  dei  punti 
di  flesso  di  una  cubica. 

15   aprile  1869. 

[Pi.],  [G.]. 


CXLX. 

SOPRA  TALUNE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI 
AD  INTEGRALE  ALGEBRICO. 


Rendiconti  del  R.   Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere, 
serie  II,  volume  IX  (1876),  pp.  786-794;   volume  X  (1877),  pp.  48-S7. 


1.  È  noto  pei  lavori  del  prof.  Kummer  *)  che,  indicando  con  o  ,  u2  due  integrali 
particolari  della  equazione  differenziale  del  secondo  ordine 

(0  z?-  +  ^  +  ?u  =  0' 

la  funzione 

W  <  =  £. 

nella  quale 

^  =  d'j,  -f^j,  S^2  =  « vt    -J-  (ì u   , 

a,  b,  a,  fi  costanti,  soddisfa  ad  una  equazione  differenziale  del  terzo  ordine.  Dalla  (2) 
si  ha  infatti  : 

l°g^  =  l0g(^-^)-2l0g<2) 


*)  Kummer,  Ueber  die  hypergeomdrische  Reihe 

a.pY       *(a+i)p(,8  +  1)   a 

*  -ir        i.a-YCr+O 

(Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XV  (1836),  pp.  39-83,  127-172]. 
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e  quindi  : 

(3)  dl°g17  _  2  d^    • 

dx       ~       P        i2  dx  ' 

in  quanto    che  le  ^  ,  ^2    soddisfano    evidentemente    l'equazione   differenziale    (1).  Da 
questa  (3)  deducesi  facilmente  che,  posto 


la  = 


>s4i        Jà\og-% 


dx2  2  \       dx 

si  ha  : 

(4)  ta  =  ^-^-^, 

cioè  l'equazione  differenziale  del  terzo  ordine  richiesta. 

m    S  „  -  T-(*+P+0*        q t±- 

^  P~  a(i-.v)  '      q~         -v(i-x)' 

e  perciò  le  u, ,  u2  sono,   come  è  noto,  serie   ipergeometriche   di  Gauss,   la   equazione 
(4)  diventa  : 

w  La  -    2X*   +  2(i  —  *)2  2*(i  —  .v) 

nella  quale  a,  (a,  v  sono  le  radici  positive  delle 

(I  -  y)2  =  1\  (a  —  W  =  y.\  (y  -  a  -  p)a  =  v2. 

2.  Indichiamo  con  /  una  forma  binaria  dell'»"10  ordine,  e  supponiamo  che,  sosti- 
tuendo in  essa  in  luogo  delle  variabili  gli  integrali  £, ,  [x ,  risulti 

(7)  /(*,  >  O  =  K> 

essendo  K  una  costante.  Questa  dà  : 

posto  /,  =  —  =H^-  ,     f,  =  — =~-  ;  ma  si  ha  per  la  (1)  : 
r         J  '         11  oit  n  a^ 

_  àt±  _  _  ^s.  _  e--/'* 
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dove  C  è  una  costante,  quindi  si  ottengono  le 

W  dx   ~   Khe  '      dx  Khe 

Queste  due  relazioni  sono  molto  importanti,  potendosi  col  loro  mezzo  calcolare  assai 
facilmente  i  valori  dei  covarianti  della  forma  (7)  in  funzione  della  variabile  x.  Diffe- 
renziando infatti  nuovamente  la  (8)  rispetto  ad  x  e  ponendo 

ll-f  *  37       _  f  '         37  _  f 


»(n—  1)  d£  —  J"'      n(n—  1)     d^d^         Jl2'     »(»  —  1)  d£ 
si  ottiene  dapprima,  rammentando  che  le  £, ,  ^2  soddisfano  l'equazione  (1)  : 

c«o         e  -  •>[/.  (&)  + «/.fefe  +/.(&)"]  =  ** 

e  sostituendo  in  essa  i  valori  (9)  si  giunge  alla 

essendo  h  l'hessiano  della  forma  /,  cioè  : 

La  (11)  differenziata  a  sua  volta  rispetto  ad  x,  colla  sostituzione  dei  valori  (9) 
conduce  al  covariante 

K>  (da  \    ifpix 

efc.O  =  -(<l_lKt<_2)C.V77  +  2^)g        • 

Si  ha  così  il  seguente 

Teorema.  —  Essendo  u  ,  u2  due  integrali  particolari  della  equazione  differenziale  del 
secondo  ordine  (1),  ^  ,  £2  funzioni  lineari  dei  medesimi,  ed  /(^  ,  ^2)  una  forma  binaria 
dell' nm°  ordine  ;  se 

/&,  »  O  =  K, 

e  K  costante,  i  covarianti  h  =  t(//)*>  ^  =  2(/';)  ^'a  medesima   sono  funzioni  della 
variabile  x  dati  dalle 

qualunque  sieno  le  p,  q. 
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Questo  teorema  può  essere  facilmente  generalizzato  dalle  seguenti  considerazioni. 
Se  indicasi  con  F,  (.v)  il  primo  membro  della  (8)  e  con  F2  (a),  F  (.v),  ...  le  espres- 
sioni : 

*«=/„(&)  +  »/.&&+>-(&)■ 


si  hanno  le 


4^  =  (»  -  O^W  -pFt(x)  -  Kg, 

dF. 


dx 
dF, 


=  (n  -  2)F(x)  -  2pF2  (*)  -  2?F,(x), 


=  ("  ~  3)  FA  (x)  -  3  /•  F3  (x)  -  3  9  F,  0), 

e  cosi  di  seguito.  Ora,  essendo  F,  (x)  =  0  e   quindi  '  *•'  '    =  o,  si   deduce   dalla 

prima  il  valore  di  F2(.v)  in  funzione  di  p,  q  ed    ordinatamente   dalle  altre  i  valori  di 
F3(a),  F  (x),  ...  Così  si  avranno  le 


(13) 


W  =  (,,-00, -a)  (^  +  ^  )  ' 

'W  («  -   1)0  —  2)0  —  3)  L^-V2    ^       ^   dx   ^  5P  dx 

+  6/?+30-2)?2J. 

Ciò  posto,  rammentiamo  che,  se  nella  forma  /(^( ,  ^J  sostituiamo  alle  £, ,  ^  le 
espressioni 

(h)  x.X-fX,      x.S,+fX, 

ed  indichiamo  con 

(p0>p,>p>,  ■-■  pù(X.,  ly 

il  risultato,  le    funzioni  p0>  p,  ,  p2,  •  •  ■  sono    covarianti    associati  alla    forma  /,  e  si 
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hanno,  per  esempio,  le 

Po  —U      P,  =  °»      P,=  A      i>3  =  A 

cioè  qualunque  covariante  di  /  moltiplicato  per  una  potenza  della  stessa  /  è  una  fun- 
zione intiera  e  razionale  delle  p0 ,  p, ,  p2 ,  . .  .  pn .  Ora  pei  valori  (9)  le  due  espressioni 
lineari  (14)  diventano  : 

dz,  v  *  d.%,  r 

essendo  /  =  —ft  e"        ;  quindi  si  avrà  : 


05) 


>,  =  (-  .)YF,(x)  =  (-iy-£«  '/M"Fr(x>, 


C 


la  quale  conduce  al 

Teorema.  —  /  covarianti  associati  alla  forma  /(^, ,  ^J  =  K  si  possono  esprimere 
per  mago  delle  funzioni  p,  q  e  delle  loro  derivate  rispetto  ad  x. 

Riservandoci  di  mostrare  in  un'altra  comunicazione  le  importanti  conseguenze  che 
da  questo  teorema  possono  derivarsi,  ci  limiteremo  ora  ad  indicare  nel  seguente  para- 
grafo alcune  applicazioni  delle  formole  (12). 

3.  Supponiamo  ora  che  le  p,  q  abbiano  i  valori  (5)  ;  le  relazioni  (12)  danno 
facilmente  le  seguenti  : 


dalle  quali  deducesi  la 


x2>?K6 


(!6) 

Osservando  quest'ultima  relazione,  scorgesi  tosto  che,  supponendo 
(17)  2(a  +  P)  =  2Y-Ij 


262  SOPRA    TALUNE    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    AD    INTEGRALE    ALGEBRICO. 

essa  semplificasi  assai,  riducendosi  alla 

4/;i  +  «>  =  ',pjy^^-f(aY-o'(I  _  x)  _  jmlèj  , 

*     •         («  —  1)2  e6         L  ("  — 2)  k  —  1  J 

mentre  il  valore  di  /;  nella  scessa  ipotesi  diventa  : 

Suppongasi  inoltre 

(19) 
sarà 

e  dalle  (17),  (19)  si  otterranno  per  x,  [i  i  valori: 


(n- 

-i)2 

4  a  ,j 

(«- 

-iy 

\ 

?;  —  1 

fij  — 

Os 

!(2 

y-i)'** 

_  ZI 


2  Y  —  I    «  —  I  „  2  V  —  I  I 


2  »  —  2 

e  pei  valori  di  \  \t-,  v  della  equazione  (6)  : 

-,  _  T        -      ..  _  2T  — i 


i> 

r  — 

2 

n  — 

2 

Facciasi  ora  dapprima  y  = 

2 

T' 

saranno 

W 

—  1 

It- 

1 

X 

I 
3 

X—  6(h 

-2)  ' 

6(« 

~2)' 

' 

e  la  (20) 

dà  luogo 

alia 

4/;'  +  e2  =  _*      — £_ -  =  — d, 

9 .  64    (n  —  2J6  C6 

essendo  D  una  costante.  Si  avrà  cioè,  rammentando  la  (7)  : 

00  4*5(;, ,  O  +  8"ft, ,  O  +  0/6, »  O  =  o, 

nella  quale  &  =  6 —  —  . 

?!  [A 

Sia  in  secondo  luogo 

2  (3  Y  —  2)  =  r(2Y  —  0»     r  =  2 > 


1 


6(n  —  2)  '  2 


SOPRA    TALUNE    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    AD    INTEGRALE    ALGEBRICO.  263 


e  quindi 

si  avranno  le 


n  —  1 

T  =  — : — 


2  il 

le  (18),  (20)  diventano 


)  —  —  =  v  =  — 


7^2  w— 2  ire  .n—3 

4«2C2  ^        '  4  nsC6 

da  cui  : 

4/j5  +  H2  +  D//  =  o, 
od  anche  : 

(22)  4  &3  &  ,  O  +  *'  G',  ,  O  +  Df  6,  .  O *'  Ce. ,  O  =  °. 

essendo  D  una  costante. 

Le  equazioni  (21),  (22)  hanno  evidentemente  un  particolare  interesse  nella  qui- 
stione,  mentre  per  esse  vengono  a  stabilirsi  delle  relazioni  le  quali  devono  sussistere 
fra  una  forma  binaria  /  dell' nm°  ordine,  i  suoi  covarianti  b,  6  e  l'invariante  D,  quando 
la  forma  stessa  soddisfi  la  /(^  ,  £,)  =  Cost.  ;  e  queste  relazioni  ponno  quindi  tener 
luogo  di  quella  proprietà  della  forma  /  in  quanto  che  ne  determinano  la  proprietà 
caratteristica. 

La  equazione  (n),  nel  caso  generale,  ossia  la 

(23)  (n  —  i)C*b  —  K'qt'ft*-fm  =  o, 

e  le  equazioni  che  si  deducono  dalla  (18) 

(24)  4è'  +  jDx/  =  oj    4h~  +  Dxf  =  0, 

nei  due  casi  particolari  sopra  considerati  sono  evidentemente  integrali  algebrici  della  (6). 

4.  Sia  n  =  3,  le  (21),  (22)  coincidono  nella 

4/j;  +  02-L-D/2  =  0, 

la  quale,  allorquando  intendasi  essere  D  il  determinante  della  forma  cubica  /,  è  la 
nota  relazione  esistente  fra  il  sistema  di  forme  appartenente  alla  forma  stessa.  Le  (24) 
danno  pure  la  equazione  unica 

4  h'  -f-  D  xf  =  0, 
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integrale  algebrico  razionale  dell'equazione  differenziale  (6),  nella  quale  sieno 

X  =  j,         [i  =  v  =  -i. 

Sia  in  secondo  luogo  «  =  4,  si  ha  dalle  (21),  (22): 

4/;J  +  02  -f-  Dp  =  0,        4fc">  -f-  H3  -f  Dfh  =  0  ; 

ma,  come  è  noto,    indicando    con  g2 ,  g    gli    invarianti    della  biquadratica  /,  si  ha  in 
generale  la  relazione  : 

quindi  le  superiori  corrispondono  la  prima  al  caso  in  cui  g2  =  o,  la  seconda  a  quello 
in  cui  g   =  0.  Le  (24)  diventano  perciò  le 

4^'  +  g,*f  =  0  ,        4^  -  g2*f  =  0, 
le  quali  sono  integrali  algebrici  razionali  della  (6),  supponendo  in  essa 
nel  i°  caso  :  }.  =  -^-  ,      [t  =  — ,      w  =  -i-  ; 

e  che  per  la  forma  biquadratica  /  sussista  l'uria  o  l'altra  delle  equazioni  g2  =  0,  g  =  o. 
Passando  a  forme  di  più  alto  ordine  distingueremo,  come  per  quella  di  quarto,  il 
caso  in  cui  il  covariante  g2  =  y(//)4  è  identicamente  nullo,  da  quello  in  cui  sia  nullo 
il  covariante 

Il  primo  caso  già  presentatosi  al  prof.  Schwarz  nelle  sue  ricerche  sulla  serie 
ipergeometrica  *),  e  studiato  in  seguito  dai  sig'.  Wedekind,  Klein  e  da  me  **)  limitasi 
alle  forme  degli  ordini  40,  6°,  120;  e  per  queste,  fra  la  forma  /,  i  covarianti  h,  6  ed 
una  funzione  D  dell'invariante  quadratico  sussiste  la  relazione  (21),  mentre  la  prima 
delle  (24)  è  l'integrale  algebrico  e  razionale  della  equazione  ipergeometrica  (6),  posto 


*)  Schwarz,  Ueber  diejenigen  Fàlìt,  in  welchen  die  Gwss'sche  hypergeometrische  Rdhe  cine  alge- 
braische  Funciion  ihres  vierttn  Elements  darstellt  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t    LXXV  (1873),  pp.  292-335]. 

**)  Wedekind,  Studien  ini  binàren  WerthgMet,  Carlsruhe,  1876.  —  Klein,  Ueber  binare  Formtn 
mit  Hnearen  Transfornuitionen  in  sich  selbst  [Mathematische  Annalen,  t.  IX  (1876),  pp.  183-208].  — 
Brioschi,  Sopra  una  classe  di  forme  binarie  [LXXII  :  t.  II,  pp.  157-176]. 
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nella  medesima  : 

À  —  —  —  —        v  =  —  •     k  =  6  "  ~  2 

3    '  k    '  2    '  n 

Nel  secondo  caso  essendo  u.  =  v  =  -j-  qualunque  sia  n,  gli  stessi  integrali  particolari 
u, ,  u2  sono,  per  una  proprietà  delle  serie  ipergeometriche  *),  funzioni  algebriche  di  x. 
La  relazione  (22)  vale  in  questo  caso  tanto  per  n  pari  quanto  per  n  dispari,  essendo 
D  una  funzione  dell'invariante  quadratico,  oppure  una  funzione  di  un  invariante  bi- 
quadratico. La  seconda  delle  equazioni  (24)  dà  un  integrale  algebrico  della  (6),  se  in 
questa  supponesi 

X  —  —         a  —  v  —  —  **) 

5.  Dalle  calcolazioni  eseguite  sopra  al  n°  2  risulta  evidente  che  nello  stesso  modo, 
col  quale  dalla  forma  /  si  ottennero  i  valori  dei  covarianti  /;,  6  in  funzione  della  va- 
riabile x,  si  potranno  ottenere  quelli  di  altri  covarianti,  e  che  la  medesima  ricerca  po- 
trebbe farsi  senza  modificare  la  via  seguita,  allorquando  la  forma  /  denominata  dal 
prof.  Fuchs  ***)  forma  principale  (Priniform)  fosse  essa  stessa  una  funzione  algebrica 
di  x.  Ma,  ristringendoci  pel  momento  alle  forme  considerate  sopra,  notiamo  ancora, 
come  esempio  di  queste  ricerche  più  generali,  che,  le  formole  del  n°  2  sussistendo 
qualunque  sieno  le  p,  q,  se  supponesi  n  =  4  e 

r,cì  h-  l  ?'('v)       a--  -  ?"(x) 

(25)  P-~^W)'  q~   32  900  ' 

fpdx  

essendo  <p(x)  =  4X3  —  gxx —  g  ,  si  avrà  e        —  f<p(x)  e  quindi  per  le  (12): 


(26)  *  =  -J#>      «  =  K      SC 


Da  queste  deducesi  la 


*)  Vedi  la  citata  Memoria  del  sig.  Schwarz  (pag.  324;,  ed  il  volume  III  fpag.  125)  delle  Opere 
di  Gauss  [Carl  Friedrich  Gauss,  Werke,  Gòttingen]. 

**)  A  questi  risultati  si  può  anche  giungere  formando  i  valori  dei  covarianti  gx(yt,  "2)> 
g ,  (u,,  u2)  in  funzione  di  p,  q,  come  mostrerò  in  una  prossima  comunicazione. 

***)  Fuchs  :  Ueber  d'u  lineanti  DifferentialgUichungen  \we\Ur  Orànung,  uielche  algebraiscbe  Integrale 
besit^en,  und  eine  neue  Anwendung  dcr  Invariantentbeorie  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik,  t.  LXXXI  (1876),  pp.  97-142]. 
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e,  ponendo  4  C2  =  K,  si  avrà 

cioè  la  nota  relazione  fra  le  forme  del  sistema  appartenente  ad  una  biquadratica,  e 
dalla  prima  delle  (26)  si  dedurrà  la 

xf  +  b  =  o} 

integrale  algebrico  razionale  della  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  (2),  nella 
quale  p,  q  hanno  i  valori  (25).  Indicando  con  e0 ,  et ,  t2  le  radici  della  equazione 
<p  (.v)  =  0,  si  hanno  facilmente  le 

1   /       1  1  1       \ 

Y=_U_J L_\      ,  =2-1-1 i—\ 

1 6  \  e0  —  e2       et  —  ea  j        '  '       1 6  \  <:,  —  e0        e2  —  et  /  ' 

72  =  16"  \e2  —  el  ~  e0  —  e2  )  ' 
e  quindi  : 

Te  +  Y.  +  Y,  =  °> 

i  quali  risultati  dimostrano  la  connessione  fra  il  caso  qui  considerato  e  le  ricerche  del 
prof.  Fuchs  nella  succitata  Memoria  (pag.  102). 

6.  La  relazione  (15)  del  n°  2,  ossia  la 

(27)  P,  =  (-Or^r/;Jli\0v), 

conduce  ad  una  formula  ricorrente  fra  tre  consecutivi  covarianti  associati,  degna  di  con- 
siderazione. Differenziando  infatti  la  superiore  rispetto  ad  x  si  ottiene  : 


posto 


d: 
ma  si  ha  : 

(28)  d4z  =  (»  -  0  F*»  -rPFr-rq  Fr_,  ; 


dx 
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quindi  sostituendo  si  avrà  per  la  (27)  : 

K         fp^/dp,        rK  fpdx  \ 

rr+1  («  —  r)L  \dx         C  u     '/ 

od  osservando  essere 

si  avrà  la  formola  richiesta  : 

t     s  K         ff'dp,     .    r(«—  1)  .  „ 

K}  J  tr+l  (n  —  r)C  dx    '    («  —  r)Kcl[r  ' 

dalla  quale,  rammentando  le  p0  =  K,  p,  =  o,  si  dedurranno  i  valori  di  p  ,  p+ ,  . . .  in 
funzione  di  p  e  di  p2  e  dei  loro  differenziali  rispetto  ad  x.  Si  hanno  in  questo  modo 
le  espressioni  : 

\  r '  (w  —  2)C  dx 

(31)         / 

I       _  K2e2Sed*  (d2p,  dp\  n  —  i    1 

(  P'_  („_2)(„_  3)C2V^'2  +  ^x  j  +  3«-  3  Kpl' 

e  cosi  di  seguito. 

7.  Supponiamo  ora  »  =  2,  e  sia  la  forma  quadratica 

/Ce .  kù  =  aoi\  +  »«,*.*,  +  aX>  =  K- 

Posto  8  =z  ^a| — aoa2 ,  sarà  b  =  —  (ff)2  =  —  S2;  quindi,  essendo  in  generale  p2=fh=Kh, 
si  avrà,  pel  valore  (26)  di  p2  : 

Ci2    -WV« 


1  =  — 


per  la  quale  la  equazione  differenziale  (1)  diventa  : 
,    ,  à2M     .      dv        C2S2    -zfpdx 

che  si  integra  tosto  moltiplicandola  pel  fattore  -r— «  e  dà  gli  integrali  particolari: 

m  ffMdx  -m  C<f{x)ix 
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posto 

Gli  integrali  ui ,  u2  saranno  quindi  algebrici  se,  oltre  all'essere  9  (a-)  una  funzione 

algebrica,  sarà     /  <p  (*)</*  eguale  al  logaritmo  di  una  funzione  algebrica.  Si  avrà  cosi  il 

Teorema.— Se  la  forma  ffa  »  O  =  K  *  quadratica,  la  espressione  generale  dell'e- 
quazione differenziale  corrispondente  è  la  (32). 

Gli  integrali  particolari  u: ,  u2  =  —  ,  della  medesima  sono  algebrici,  se  le  funzioni 
<p  (a),  e  sono  algebriche,  e  non  lo  potino  essere  che  in  questo  caso. 

8.  Sia  in  secondo  luogo  n  =  3,  e 

Indicando  con  S  il  discriminante  della  medesima  si  ha,  come  è  noto: 

^  =  al  a\  ~f"  4  a\ a,  ~r~  4  a0  a\  —  3  a\  a\  —  6  ao  ai a*  ax  > 
quindi  per  la  teorica  dei  covarianti  associati  : 

fS  =  PlP*  +  4PoPl, 

dalla  quale,  per  la  prima  delle  (31),  si  deduce  la 


ossia,  ponendo 

(33)  p2  =  -K'y, 

la 

dy  2C   -fr*', 

.      J        =^=e  dx, 

Yy~>  +  ;«3       f/Z 

à  — 

essendo  m3  =  — ~ .    Sia  _)•  =  —  m  w  '  ,  quest'ulama  equazione  si  trasforma  nella 

(34)  da         =-^±™e-ftd*dX, 

e  dalla  relazione  (33)  si  avrà: 

4  pi  =  8A'''w; 
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ma  :  p2  =  fh,  f  =  K;  quindi  : 

(35)  4*,-6..0-W'6,.0==* 

Supposto  conosciuta  p,  la  equazione  differenziale  (34)  darà  il  valore  di  co  e  quindi 
di  y  in  funzione  di  x;  dalla  (33)  si  dedurrà  il  corrispondente  valore  di  q,  e  la  (35) 
sarà  l'integrale  della  equazione  differenziale  (4)  del  n°  1.  Se 

io  =  x,         6  C^  ni  =  —  \/K , 
si  ha  dalla  (34)  : 

P  6    .v(i-.v)' 

e  quindi: 

1  1 

?  — TS\v(i  -x)' 

112 
cioè  i  valori  (5)  di  p,  q  nei  quali  a.  =  — ,  p  = 7-,  y  =  — ;  come  si  è  già  di- 

3  °  3 

mostrato  al  n°  4. 

9.  Consideriamo  in  terzo  luogo  la  forma  biquadratica  generale.  Indicando  come 
al  n°  4  con  g2 ,  g    i  suoi  invarianti,  si  avranno  le 

U    ^  \  f  gs  =  PoP J<- Po$  -Pl> 

dalle  quali  : 

f(g>P,—  fg})  =  4P\+PoPl> 

o  per  la  prima  delle  (31): 

od  infine,  ponendo  p2  =  —  K2y,  si  giunge  alla 

V4?3  —  g*y  —  s,     YK 

Se  supponesi  y  =  x,  2  C  =  j/^7,  si  ottengono  le 


_i_?1W  1   ?"(*) 

^         2    9(x)  '         ^  32   <p(x)   ' 


come  al  n°  5. 
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io.  Il  valore  del  covariante  ^2  =  7  (//)''  per  una  forma /d'ordine  n  essendo  sempre 
dato  della  prima  delle  (36),  si  avrà  in  generale  per  le  forme  per  le  quali  gt  =  o,  so- 
stituendo nella  medesima  il  valore  (31)  di  p  ,  la  equazione  differenziale 

la  quale  si  integra  tosto  moltiplicandola  pel  fattore  2  -~  e  e  dà  : 

*fp**/dpxy  .    ,       vc2  ,     _ 

e       \T$)  +4(»-2)^I  =  A 

essendo  D  una  nuova  costante.  Posto 

p2=z  —  K2y,        D  =  4(«  —  2)*C2iT3f»5, 
s'ottiene  la 

(38)  1JL=  =  2(»  -  2)-fLe-fpixdx. 

Supponendo 

y  =  —  nix'  ,        6 (»  —  2)  C ym  =  —  )/K, 
si  avranno  le 

14  —  1  x  n  —  1  1 


6    x(i  —  .v)'  *         62(«  —  2)2x(i  —  x) 

vale  a  dire  le  p,  q  hanno  i  valori  (5)  del  n°  1,  dove  pongasi 


2 


6 (w  —  2)  '  6 (m  —  2) '  '         3 

Ora,  per  le  ricerche  del  signor  Wedekind,  la  condizione  g2  =  o  non  può  essere 
soddisfatta  che  dalle  forme  degli  ordini  40,  6°,  120;  si  avranno  perciò  nei  tre  casi: 

11  2 

Sa1  2 

24  24  3 

11  1  2 

a  =  6o-'       P  =  -6o-'       Y  =  T, 

come  hanno  dimostrato  i  signori  Schwarz  e  Klein  *). 


*)  Schwarz,  Memoria  citata;  Klein,  Veber  lineare  Differentialgleicbungen  [Mathematische  Annalen, 
t.  XI  (1877),  pp.  11 5-1 18]. 
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11.  Nei  seguenti  paragrafi  non  supporremo  più  la  forma  /  eguale  ad  una  costante, 
ma  bensì  eguale  ad  una  funzione  algebrica  9  (x),  la  quale  sia  radice  di  una  funzione 
razionale  di  x.  Posto 

f*  log?  00 


•K-v) 


dx 


sarà  quindi  <|>  (*)  una  funzione  razionale,  e  la  forma  /(^  ,  i2)    una  forma  principale 
fPrimforni)  secondo  la  definizione  del  professore  Fuchs  *). 

Si  avranno  in  questo  caso  analogamente  alle  (9)  del  n°  2  le 

_  iS*(l_u  _  éh\         f  -  _  tS*(±.u  -  Ì!L\ 
h~      C     V»       2        dx)'        h~  C     V  »     ^        à*J 

le  quali  espressioni,  sostituite  nelle  (14)  del  paragrafo  stesso,  danno  per  un  covariante 
associato  pr  il  valore  : 

*=^[(^-^r>.+'-^ap---" 


+  (-iri»'irF«  +  c~I)'-F']' 


le  funzioni  FI ,  F2,  ...  essendo  le  stesse  che  nei  paragrafi  precedenti.  Sussisterà  quindi 
per  esse  la  proprietà  indicata  dalla  equazione  (28),  la  quale  conduce  ad  una  formola 
ricorrente  analoga  alla  (30),  cioè  : 

f,9Ì      p      -_     ^     pJiV_0'+i)"-2r       -|       r(»-i)j_ 

U9J      Pr»—       rn  —  r)Cldx  n  ^  J  i~     n_f      ?  PtPr-t  » 

essendo 

(40)  />,  =  „J/_  i)c2^2  + n^'  +  "^  +  "2^- 


Osserviamo  dapprima  che  p2  è  eguale  al  prodotto  di  <p>  per  una  funzione  razionale 

di  x   (ammesso  lo  siano  le  p,  q,  e       )    e  che  in  conseguenza  dalla    (39)  si  ha  tosto 
che  un  covariante  pr  è  eguale  al  prodotto  di  'p'*1  per  una  funzione  razionale  di  x;  si 


*)  Fuchs,  Memoria  citata,  pag.  114. 
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avrà  quindi  per  un  invariante  /  qualsivoglia  di  grado  m  della  forma  /(^  ,  ^)  =  <p  : 

j  _  j,„,  ^ 

essendo  <J>  una  funzione  razionale  di  x.  Si  ha  così  il 

Teorema.  —  Indicando  con  J  un  invariante  di  grado  m  della  forma  principale  f, 
dovrà  essere  la  potenza  mma  di  <p  funzione  ragionale  di  x,  oppure  /  =  o. 

Se  la  forma  /  è  quadratica,  l'unico  invariante  è  il  discriminante  e  si  ha  m  =  2;  in 
questo  caso  cioè  è  <p2  (a)  una  funzione  razionale  come  ha  già  dimostrato  il  sig.  Fuchs  *). 
Per  una  forma  /  del  quarto  ordine,  essendo 

gz  =  9*<I>,         g   =  cp'  W, 

dovrà  essere  gt  oppure  g.  eguale  a  zero;  nel   primo    caso   9'    funzione    razionale,  nel 
secondo  <p2 .  E  così  per  una  forma  /  di  più  alto  ordine. 

Una  analoga  proprietà  ha  luogo  pei  covarianti  della  forma  /.  Se  k(%, ,  £2)  è  un 
covariante  di  /  ed  il  grado  dei  suoi  coefficienti  rispetto  ai  coefficienti  della  forma  /  è 
m,  si  ha  : 

k  =  Zi"  <t>. 

12.  La  formola  (39),  allorquando  pongasi 

(40  pr  =  -  <?*'y, ,      v-r  = v  ^  \ . 

si  trasforma  nella  seguente  : 

<p    e  dyr  n  —  1 

y»'  ~  ~  (»  —  r)Cl7  ~  rT=7y*y'-1  ' 

o  sostituendo  alla  variabile  x  una  variabile  o>  legata  ad  essa  dalla  relazione 

Ce~fpi' 

(42)  àx  =  do>, 

?" 
nella 

(43)  yr+,  =  -  S-37K  +  r("  -  OjJ,-,]  , 

essendo  y'  =  -^  ed  y  =  y,  .  Si  avranno  così  le 
a  to        y 


*)  Fuchs,  Memoria  citata,  pag.   117. 


(44) 
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I  , 

y>  ~  ~~  n  —  2y  ' 

y<  =  (H  _  2)(„  _  3)  b"  -  3(«  -  oc»  -  2)/], 

y,  =  -  („_2)(„-3)(„_4)  r/"  -  2("  -  o(5«  -  «)jyi, 

*  =  („_,).!.  (,,-5)^-0' -005 «-44)?/' 
—  2(«  —  0(5  »  —  l2)/ 2  + 15  (»  —  02(»  —  »)(«  —  4);y']> 

cioè  le  _y3 ,  y^ ,  _ys ,  ...  formate  colla  y  ed  i  suoi  coefficienti  differenziali  rispetto  ad  w. 
Notisi  che,  indicando  con  k  un  covariante  qualsivoglia  di   ordine   i  e   di  grado  / 
della  forma  /,  si  ha  per  un  teorema  rammentato  più  sopra  che 

essendo  a  un  coefficiente  numerico  ed 

m  =  y(b/  —  0> 

2  a2  -)-  3  « :   -j-  •  •  •  -f-  «as  =  m. 

Ora,  sostituendo  alle  p0,  />2 ,  ...  i  valori  (41)  ed  indicando  con  v  l'esponente  di 
(p  nel  secondo  membro,  si  ha  : 

v  =  ao  -|-  a2  [A2  -j-  x  u..  -}-  •  •  •  -f-  %n  jt , 

ossia  pei  valori  (41)  di  u.n  e  per  le  superiori: 

,     i 

v  =  m  -\ . 

11 

Si  avrà  quindi  : 

k  =  <p*2_  ay*zy*i  •  •  •  yl" > 

ossia 

Teorema.  —  Un  covariante  qualsivoglia  di  ordine  i  della  forma  principale  f  potrà 

esprimersi  col  prodotto  di  9"  per  una  funzione  ragionale  intera  di  y  e  dei  suoi  coefficienti 
differenziali  rispetto  ad  w.  Per  un  invariante,  essendo  i  =  0,  mancherà  il  primo  fattore. 

13.  Vogliamo  considerare  in  questo  paragrafo  le  forme  principali  fQr_  ,  ^  ),  per 
le  quali  il  covariante  g2  =  o  identicamente.  Per  determinare  il  valore  di  questo  cova- 
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riante  osserviamo  che  dalla  prima  delle  (36)  si  ha  : 


quindi  pel  teorema  superiore  : 

i 
o  pel  valore  di  ;y4  (44)  : 


g*  — 


»=?     "  (— )'4+  3/). 

ti_4 

[y»  _6(/;-2)2/] 


(»  -  2)(«—  3) 

La  condizione  g2  =  o  equivale  dunque  alla 

y"  —  6(w  —  2)2_y2  =  o, 
equazione  differenziale  che  integrata  dà  : 

(45)  y"  —  4("  —  2)3),!  =  A 

£)  nuova  costante.  Si  noti  dapprima  che,  essendo  pr  =  <pr+1  e  "  4>,  dove  4>  è  una 
funzione  razionale  di  x,  si  avrà,  per  la  prima  delle  (41): 

yr  =  —  ?  e       ***; 

ne  consegue  che,  l'equazione  (45)  potendo  scriversi 

D 

dovrà  essere  9  "  e  -  *  una  funzione  razionale  di  x,  e  la  n  come  è  noto  non  potrà 
avere  altri  valori  che  4,  6,  1 2.  In  secondo  luogo,  rammentando  essere  p2  =  <p  h,  p  ==  <p  9, 
Ih  =  y(//)2»  ^  =  2(/';)|>  quest'ultima  equazione  conduce  alla 

posto  D  =  4  ;/;'(;/  —  2);  ;  e  quindi  si  avranno  : 


per  11  =  4, 

4  "»}  =  —  g,, 


11  =  6, 
4/h5  =  — 


78  ^ 


K  =   12, 
I 


4WÌ  =  78o1/Ì-J' 
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essendo  A  i  rispettivi  invarianti  quadratici  *);  e  la  prima  delle  (41)  darà  nei  tre  casi  le 

(43  4*  =  *,(£)>!   4*»  =  ^(-£)>;   4^  =  -7|-0|/p.(i)>, 

essendo  _y  la  funzione  di  co  (e  quindi  di  x)  dedotta  dalla  (45). 
La  equazione  stessa  (45)  dà  infine,  ponendo  |  —  j    =  —  t  : 

di  -  rSiix 

(47)        — =  —  6(n  —  i^mdtù  =  —  6(11  —  2)  C^m dx, 

t~V^~t  i/P~(V) 

nella  quale  p  (.x)  =  <p  "  . 

Se  nella  equazione  superiore  si  suppone 

1      4  —  IX 

t  =  x>       P  =  TxJT^x-y 

si  ha  evidentemente  che  p(x)  è  una  costante;  vale  a  dire,    nei   tre    casi  considerati  la 

forma  principale  /(^  ,  ^J  è  eguale  ad  una  costante  **),  se  I  —  J    =  —  x  e  le  p,  q 

hanno  i  valori  del  n°  io;  in  queste  ipotesi  le  (46)  sono  integrali  algebrici  razionali  della 
equazione  differenziale  (6)  nella  quale  si  pongano  per  X,  (a,  v  i  rispettivi  valori. 
Da  ultimo  osservando  che  dalle  due  relazioni  (n°  2) 

jk,  _    il,  _  2^1  _  r  -ftix 

^  dx        ll  dx  ~^dx  —      e 

deducesi  la 

dx           n  e  Jp" 
=  L  - dx  , 


reo      t'pw 

si  avrà,  per  la  (47),  che 

dt  et  \<r     di 

—  b{n  —  2)  V  m        ^ 


t}  YT=ì  /"(o 


*)  Vedi  una  mia  lettera  al  sig.  Klein,  Extrait  d'une  lettre  de  M.  F.  Brioschi  à  M.  F.  Klein 
[Mathematische  Annalen,  t.  XI   (1877),  pp.  m-114]. 

**)  Klein,  Wc'xtere  Untersucbungen  ùber  das  lkosaeder  [Sitzungslerichte  der  physicalisch-medici- 
nischen  Società!  zu  Erlangen,  t.  IX  (1877),  pp.  16-29,  70-83,  179-182]. 
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la  quale  dimostra  che  gli  integrali     /*— -^— ,  nella  supposizione  che  per  la  forma/ 

J  /"CO 

sussista  identicamente  la  proprietà  g1  =  0,  sono  riducibili  ad  integrali  ellittici  *). 
14,  18  dicembre  1876. 

[G.]. 


*)  Schwarz,  Memoria  citata,  pp.  327-330. 


cxx. 

DI  UNA  NUOVA  EQUAZIONE  DIFFERENZIALE  NELLA  TEORICA 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Rendiconti  del  It.   Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere,  serie  II,   volume  X  (1877),  pp.  417-421. 


1.  Jacobi  nel  capitolo  «  De  aquationum  modularium  affectibus  »  dei  Fundamenta 
nova  *)  così  si  esprime  al  §  32  :  «  At  in  ter  affectus  aequationum  modularium  id  maxime 
memorabile  ac  singulare  mihi  videor  animadvertere,  quod  eidem  omnes  aquaiioni  diffe- 
rentiali  tertii  ordì  iris  satis facilini  ». 

Ed  invero  l'esistenza  di  un'unica  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  fra  i  moduli 
\  k,  qualunque  sia  l'ordine  della  trasformazione  e  quindi  qualunque  sia  il  grado  della 
relazione  algebrica  fra  X  e  k,  è  un  fatto  di  cui  la  importanza  analitica  non  ebbe  forse 
ancora  tutto  lo  sviluppo  che  merita. 

Le  ricerche  da  me  da  lungo  tempo  intraprese  sulle  proprietà  del  moltiplicatore, 
nella  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  mi  hanno  recentemente  condotto  a  stabilire 
una  equazione  differenziale  del  quarto  ordine  fra  il  moltiplicatore  ed  il  modulo  k,  la 
quale  sussiste  qualunque  sia  l'ordine  della  trasformazione  ed  è  quindi  affatto  analoga 
a  quella  di  Jacobi  sopra  rammentata.  La  calcolazione  di  questa  equazione  forma  lo 
scopo  principale  della  presente  Nota. 


*)  Fundamenta  uova  theoria  functionum  ellipticarum,  alidore  D.  Carolo  Gustavo   Jacobo  Ja- 
cobi, Regiomonti   1829. 
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2.  Dalle  due  equazioni  differenziali  del  secondo  ordine 
d2y    1    t dy    . 

00  ^  +  P^+<2        ' 

nelle  quali  />,  5  sono  funzioni  della  variabile  x,  e  P,  Q  funzioni  della  quantità  x.>  fun- 
zione essa  stessa  di  x  ;  se  poniamo  y  =  im,  essendo  u>  una  funzione  di  x,  e  sosti- 
tuiamo questo  valore  di  y  nella  equazione  differenziale  (1),  si  ottiene  una  equazione 
differenziale,  la  quale,  dovendo  essere  identica  alla  (2),  dà  luogo  alle  due  relazioni  *): 


d27     .       dw   dx 
dx  dx  dw 


+'•&-*-(&)■■ 


d2w    ,      dw    .  -     /Ì7V 

Dividendo  la  prima  di  queste   per  w  -r^-  si  ha  : 

(4)  1^=p41_2^_/>, 

v^y  dx  ax  dx 

la  quale  derivata  nuovamente  rispetto  ad  x  conduce  alla 

.11  ^  di 
r^        °§dx  _(dP        pA/^V      .p^log^n        pfc<k  f/'logn;        <ip 

w    <***    _\a  +    )\dì)~    ~~àir ix~~ rpdic     2  dx2      dX- 

Formando  ora  colle  (4),  (5)  la  espressione 

Zìi  -  -L    Zìi     -  h 

si  ottiene,  dopo  alcune  riduzioni  avuto  riguardo  alla    seconda   delle   (3),  la    equazione 
differenziale  del  terzo  ordine 

co  ia  =  Tz(&)'— r*- 

*)  Kummer,  De  generali  quadam  ^quattone  differentiali  (ertii  ordinis,  Programm  des  evangelischen 
Kònigl.  und  Stadtgymnasiums  in  Liegnitz  vom  Jahre  1834.  [Vedi  anche:  Journal  fùr  die  reine  und 
angewandte  Mathematik,  t.  C  (1887),  pp.   1-9]. 
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posto 

la  quale  equazione  coincide  con  quella  di  Jacobi,  se 


(7)  < 
(2= =-r,        ?  = — r, 

I    l  '  I    A' 

e  le  £,  x  tengono  il  posto  dei  moduli  >.,  k.  La  quantità  w,  eliminando  la  quale  dalle 
(3)  si  ottenne  la  (6),  è  in  questo  caso  il  moltiplicatore. 

3.  La  eliminazione  della  ^  dalle  relazioni  (3)  non  si  può  evidentemente  eseguire, 
finché  non  sia  noto  come  le  P,  O  sono  formate  colla  ^  stessa;  essa  però  si  può  otte- 
nere in  un  caso  abbastanza  generale,  che  comprende  fra  gli  altri  quello  che  intendiamo 
qui  considerare. 

Osserviamo  dapprima  che  la  equazione  (4)  integrata  dà  : 

(8)  w2-j±eJ       =  ceJ      , 
y  dx 

essendo  e  una  costante  arbitraria.  Quindi,  indicando  con  L  la  seguente  funzione  di  x: 

,  T  ifpìx     ,  (d2w  dui  \ 

(9)  L  =  eJ      w*{J-  +  p—  +  qw), 

si  ha  per  la  seconda  delle  (3)  : 

do)  L  =  e^'.Q^)\ 

ossia  per  la  (8)  : 

L  =  rQe  J    \ 
Da  questa  si  deducono  differenziando  le  seguenti  : 
dìogL        (iìogQ 


dx 
d!\ogL  _  /d2logQ  dP\/di 


(dlogQ  \d_i 

\     d^      ~r2t)dx> 


(^+.^)(èy+(^+-)&- 


dx2 
alla  seconda  delle  quali  aggiungendo  la  prima  moltiplicata  per  p,   avuto  riguardo  alla 
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prima  delle  (3),  si  ottiene  : 

dx'  \  dx    I    dx  \     o<  di  "K.  /\"x/ 

Ora,  se  i  valori  delle  P,  Q  sono  tali  che  il  coefficiente  di  I  ~  \    nel  secondo  membro 

risulti  eguale  a  m  Q,  essendo  m  un  coefficiente   numerico,  si  avrà   per  la  (io)  che  il 
secondo  membro  stesso  risulterà  eguale  a 

me    J      —, 

funzione  della  sola  x,  e  si  otterrà  l'equazione  differenziale  del  quarto  ordine 

,    „  d2  log  L    ,    !      ,      d  log  w  \  d  log  L  L     -»  /V* 

(")  -3?" +  V  +  2-*-)  "lì"-".!1 

fra  «/  ed  x. 

La  equazione  di  condizione 

d*+PR  =  mQì 

u  v 

posto  R  =  — ~      -\-  2  P,  è  evidentemente  soddisfatta  dai  valori  (7)  delle  P,  Q  allor- 
quando sia  m  =  8.  La  equazione  differenziale  del  quarto  ordine   (11)   sarà    quindi  in 
questo  caso  la  equazione  cercata  fra  il  moltiplicatore  w  ed  il  modulo  x. 
Osserviamo  altresì  che,  ponendo 


P=  r -O'  +  ^'  +  ik 


Q 


ed  m  =  8,  quella  equazione  di  condizione  è  soddisfatta  dai  valori  : 
a'  =  V  —  t>        T'  =  1  ; 


ed  in  conseguenza,  se 


„  _T  —  (*  +  ft  +  0*  „_       — «P 


x(i  —  JC)  '  *  ~~   x(i  —  x)  ' 

la  equazione  (11)  sarà  integrabile  per  mezzo  di  serie  ipergeometriche. 
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4.  La  equazione  (n),  posto  m  =  8,  può  trasformarsi  nel  modo  seguente.  Si  in- 
dichino con  u  e  0  due  funzioni  di  x  legate  alle  w,  L  dalle  relazioni 

ti  D  >>  H     


w  =  ne 


0  = 


si  avrà  dapprima  in  luogo  della  (n)  la 


d2  log  9     ,       d  log  zt  d  log  6  d2  log  j<    ,       ... 


d  x2  '     dx        dx 

mentre  il  valore  (9)  di  L  darà 


u    dx  4 

essendo  nell'una  e  nell'altra  equazione 

come  al  n°  2.  Se  infine  osservasi  che  per  l'equazione  (io)  si  ha: 

9=e(£)=. 

si  ha,  rammentando  i  valori  (7),  il  seguente 

Teorema.  —  Indicando,  come  nei  «  F andamento,  nova  »,  con  M  il  moltiplicatore,  con 
X,  k  i  due  moduli,  posto 


u  =  Mfk(i  —  k2), 

9  1    d2u  1      (1  +k2)2 

u    dk2  ^   4  k2(i  —  F)2  ' 

il  moltiplicatore  M  soddisfa,  per  una  trasformazione  di  ordine   qualsivoglia,  la  equazione 
differenziale  del  quarto  ordine  che  si  otterrà  sostituendo  il  valore  di  0  nella 


,    N  <flog9    .      d  log  «d  log 6  d2  log  «  Ci  -4-  k2)2 

(I2)  "^F-  ^r~4^F 2k2(Zk2)2=°> 

della  trasforma: 

1  —r  \dk) 


!(r- 

e  si  avrà  inoltre  qualunque  sia  l'ordine  della  trasformazione  : 

'dl\2 


9  = 
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Per  la  trasformazione  del  secondo  ordine,  per  esempio,  essendo 

i  —  *' 


si  hanno  le 


quindi  : 


1  = 


1+*"  ~  i  -\-k" 

;H"^=-I+2*'-**, 


dk 


2*2*'<~f—  =  I  -  4k*  -k*—  2*'0  -  2k2); 
I   —k' 


*"(l  +  *')' 


k  V 


JìogQ 


|_  =  2i'+   3k* 


M^-àjr-  =  3*2o  + *2)  -  2*'(*  -  *n> 

i  quali  valori  soddisfano  appunto  la  equazione  (12). 
5  luglio  1877. 


[G.]. 


CXXI. 
UN  TEOREMA  NELLA  TEORICA  DELLE  SOSTITUZIONI. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  letteref  serie  II,  volume  XII  (1879),  pp.  48 j-485. 


Se  con  n  si  indica  un  numero  primo,  e  con  ^0,  ^,  ...  £r,  ...  ^_  un  sistema 
di  n  lettere,  ogni  sostituzione  fra  le  medesime  potrà  rappresentarsi  analiticamente  nel 
modo  che  segue  : 


U,„J 


oppure  colla  sola  ^?(rl ,  od  anche  più  semplicemente  con  cp  (r).  È  noto  che  la  funzione 
<p  dell'indice  r  può  ridursi  alla  forma 

?(r)  =  a0(7  +  p)  +  %    (mod«), 

nella   quale  oc  =  i,  2,  . . .  n  —  1   e  p,  p  ponno    assumere  i   valori  o,   1,  . . .  n  —  1. 
La  forma  ridotta  0  (r)  è  un  polinomio  di  grado  non  superiore  ad  «  —  2,  nel  quale  il 
coefficiente  del  primo  termine  è  l'unità,  e  quello  del  secondo  lo  zero. 
Il  numero  delle  funzioni  6(r)  è 

M=  1.2.3  ■■■(»-  2)- 1 
n 

Considero  ora  la  forma  ridotta 

6  (r)  se  r"~2  -\-  ar  2   -j-  b  r,     (mod  «). 
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Il  quadrato  di  essa  dà  : 

62(,)  =  ,--'  +  (a1  +  2b)r'-'  +  2<z[>Tt""~!,  +  br^"*')  +  b2r2, 
e  quindi,  dovendo  essere  }  62  (r)  =  0  (mod  11),  sarà  : 

(0  a:  -\-  2  b  =  o,  ossia  b  = a2,     (mod  11). 

2 

Formando  il  quadrato  di  62  (r),  si  ottiene  : 
64  (r)  =  r""s  +  2(3^+2  è)  r"-;  +  (,r4  +  1 2  a2  b  +  6  £2)  r""1  +  2^(3  <r  -f  2  *)  r*" 

+  4fl[rTl""''  +  072  +  3i)r~("""   +/'0r+  3/,)^"""+  '^riln+i,]+  fc4r\ 

e  per  la  N   64  (r)  =  o   (mod  n)  dovrà  essere  congruente  a  zero  il  coefficiente  di  r"_I , 
ossia  dovrà  in  generale  essere 

(2)  a4  -f-  1 2  a2  b  -f-  6  b2  =  o,     (mod  «)  ; 

salvo  il  caso  in  cui  n  =  7,   nel  quale   devesi  tener  conto  dei   coefficienti  di  r2      '     e 
di  r  ,  e  quindi  sarà 

(3)  a* -\-  i2a2b -\- 6b* -\- 4a(i  -{- b')  =  0,     (mod  7). 
Ora  la  congruenza  (2),  per  la  (1),  si  riduce  alla 

2  b  (b  -j-  4  a2)  =  0,     (mod  «), 

la  quale  per  lo   stesso  valore  di  b  dato   dalla  (1)  non   può  essere   soddisfatta  se  non 
supponendo  11  —  7,  valore  di  n  escluso  dalla  (2). 
Ma,  se  11  =  7  e  quindi  per  la  (1)  : 

b  =  3  a2 ,        è2  =  2  a4 ,        £'  =  6  a6  =  6  , 
si  hanno  le 

b  -f-  4  a2  =  o,     1  -f-  è3  =  0,     (mod  7), 

cioè  la  (3)  è  soddisfatta.  Si  ha  così  il  teorema  : 
La  forma  ridotta 

6  (r)  =  r"~2  -j-  a  r       -\-  b  r,     (mod  «) 

«0«  />wò  sussistere  se  non  nel  solo  caso  in  cui  n  =  7  ;  t'J  in  y«w<o  ì;  ha  b  =  $  a2  (mod  7), 
essendo  a  qualunque. 
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Come  è  noto,  questa  forma    ridotta  per  n  =  7  è  dovuta  al  sig.  Hermite  *).  La 
forma  ridotta  seguente,  di  cui  la  superiore  è  un  caso  particolare  : 

0  (r)  =  r"~s  -f-  a  r         -\-  r,       (mod  n) 
dà  luogo  ad  altri  teoremi  simili  che  si  dimostrano  formando  le  potenze  5,  2  5  di  6  (r). 
5  giugno  1879. 

[Ca.]. 


*)  Hermite,  Sur  \les   fonctions  de  sept  lettres  [Comptes  Rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LVII  (1863),  pp.  750-757]. 


CXXII. 
SOPRA  UN  PROBLEMA  D'ANALISI. 


Rendiconti  del  S.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere,  serie  II,  volume  XVII  (1884),  pp.  401-406. 


1 .  Date  le  cinque  espressioni  dei  tre  argomenti  xj}  x2,  x;  : 
v  =  xt xtx  ,        f  =  x\ x,  -J-  x'  xt  -j-  x\  x2 , 

l  =  xl  x\  ~h  x\  x\  ~f~  *J *'  » 
m  =  x2  xs  -f-  x  x'  -f~  Xj  x^ , 

n  =  x7  +  .v7  +  x7> 

fra  le  quali   dovranno   sussistere  due   relazioni,   determinare  i  valori   degli  argomenti 
xs ,  x2,  x    in  funzione  di  tre  fra  le  espressioni  stesse. 

Le  relazioni  che  sussistono  fra  le  v,  f,  l,  m,  n  sono  le  seguenti  : 

i   v  n  -f-  l2  —  /  m  —  fv2  =  o, 

CO  ] 

{   l  n  —  m~  —  3  v1  m  —  9  i>4  -\-  $fv l  —  f  =  0, 

dalle  quali  eliminando  n  si  ottiene  la 

(2)  P  —  f(m  -f-  6  v2)  l  -j-  v  (in2  -f  3  v2  m  -f-  9  v*  +  /')  =  0, 

che  dimostra  essere  la  l  una  funzione  delle  v,  f,  m. 
Posto  ora 

a  =  x\  x  ,        b  =  x; '  x, ,        e  =  xj  x2 , 
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la  equazione  del  terzo  grado  che  ha  per  radici  le  a,  b,  e  è  la 

x''  —  fx2  -j-  v  1  x  —  v4  =  o, 
e  questa  dà,  avuto  riguardo  al  valore  superiore  di  /',  per  a,  b,  e  i  seguenti  valori  : 

3  V—  3 

{  b  =  -?-f+-J=(fR  +  ?S), 
3  V—  3 


essendo 


R}  =  —         f3  —  mv2  -j-  3f2f4 —  ?2fvh 
3V—  3 

S>  =       _ — p  -f  ww"  -  3  p x'4  +  ?fvl, 
31  —  3 
da  cui  SS  =  vI  —  |/\ 

Ma  dai  valori  delle  a,  b,  e  si  deducono  tosto  le 

vì  x]  =  bc},         v'x\  =  ca',         vìx'==ab'; 
si  avranno  cioè  la 

v~>x]  =  b(fc2  —  vie  +  v4), 

e  le  analoghe,  ossia  sostituendo  nelle  medesime  i  valori  trovati  per  a,  b,  e  si  giungerà 
alle  seguenti  : 

'  3v'x]  =  A  +  BR  +  CS  +  jf2 (fi?2  +  f25;), 

{  3^x\  =  A  +  fBR  +  ?CS+  jf(?2R2  +  fS:), 

3v>x]  =  A  +  ?BR  +  fCS-\-  jf(R:  +  S2), 

A  =  v2(Jm  +  fv2  —  l2)  =  v>  n, 


nelle  quali 


b  =  -J=rf  +  ^=?f*i  +  f20<  -  ^-  3), 

3  K—  3  V  —  3 

C  =        ?/!  +  -7=  pJ/v  /  —  v2  («i  +  ^2 f^^)  ; 

31  —  3  V—  3 

si  avranno  cioè  i  valori  delle  x,  ,  x, ,  x    in  funzione  delle  v,  f,  m. 
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2.  La  forma  ternaria  del  quarto  ordine  che  abbiamo  indicato  con  /  ha  tre  cova- 
rianti degli  ordini  6°,  14°,  210,  i  quali  rappresenteremo  con  /;,  k,  8.  I  valori  dei  co- 
varianti stessi  si  ponno  esprimere  in  funzione  delle  v,  f,  ì,  in,  n  nel  modo  seguente  *)  : 

h  =  5  v2  —  m, 

k  =  n2  —  10 f vii  —  232  vZm  -f-  40 fi'  —  ll^2Vìl  -f-  465/* V2, 

à  =  —  n'  —  21  f  vn2  —  nyf2v2  n  -f-  28 f'  imi  -f-  1  i6y6fv2lm 

-f-  264. firn2  -f-  yGpvm  —  2432/*  wP  -f-  52936/^/  -f-  32/*/ 

—  6935 Pvt  —  4f  (129  w;  -{-  3534Z'2m2  -)-  14128^/K  -j-  31 371  v6). 

Ora,  essendo  per  la  prima  di  esse 

m  =  51'=  —  /;, 

si  dedurrà  dalla  prima  delle  relazioni  (1)  che 

v  n  =s  —  /2  -j-  /(6 t;2  —  /;), 

pei  quali  valori    le  k,  S  si  possono    ridurre    ad  essere  funzioni    di  v,  f,  b  e  di  /.  La 
eliminazione  di  /  da  queste  ultime  condurrà  quindi  ad  una  equazione  fra  le  v,f,  b,  k,  S. 
Per  giungere  a  questa  equazione  si  osservi  che  i  valori  di  k,  0,  per  le  due  ultime 
relazioni,  e  per  la  (2),  si  trasformano  come  segue  : 

/  v2  k  =  (72  v2  -f-  h)  fi2  -  M vl+f  (Ir  -  2  v2  b  +  9  .  72 t>4), 

(5)  v>ì  =  -)(j2v2  -  b)[(fv2  +  h)fl2  -  Mvl] 

(  _|_  p  (p  —  yh2  v2  -f-  72  /;  t'4  -  3-74  v")  +  W  , 

posto  per  brevità 

Af  =  /;2-j.72/;r2  +  7H'4+/i, 

N  =  b*-\-  70.7  fo'w2  —  63.7'  h2v*  -f  14.75  fc  z/6  —  f  v*  -\-f  , 

mentre  la  (2)  diventa  la 

(6)  P  —/(iiv2 —  /;)/  + i'L  =  o, 

essendo 

L  =  b2  —  1 3  /; x-2  +  fv*  +f\ 


*)  Vedi  la   mia  nota  :   Ueber  die  Jkcobi' scìa  Modular  ghichung  vom  achten  Grade  [Mathematìsche 
Annalen,  t.  XV  (1879),  pp.  241-250]. 

brioschi,  tomo  III.  37 
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Perciò  dalla  eliminazione  di  /  dalle  (5)  si  otterrà  la  richiesta  equazione  fra  le 
v,  f,  h,  k,  S  ;  ossia  la 

l     -8_I4/;^-L.2I(3//_2/)^_7(l0/;i_    l0ph_fk);> 

ì  +H~  7QS  +  vfF+fbk+f)  =  o, 

nella  quale  %='jv;  e  la  eliminazione  delle  /,  v  dalle  equazioni  (5),  (6)  darà  una 
relazione  fra  le  quattro  forme  /,  /;,  k,  8,  delle  quali  sono  funzioni  intiere  e  razionali 
i  coefficienti  della  superiore  equazione  dell'ottavo  grado  in  £.  Questa  relazione  è  la 
seguente  *)  : 

(  S2  =  k'  —  i6fbk2  -f  1 6/(63//  —  $Sf'l>2  —  i6/6)it 

^  5 

(  —  1024/'/;  (35//  —  nf'b2  -f-  8/)  -f-  12'' Ir . 

3.  Sieno  yt ,  y2 ,  v.  valori  di  xt  ,  x2 ,  x3  che  annullano  /  e  rendono  /;  =  1  **). 
Si  indichino  con  ti,  1,  u,  v  ;  a,  (ì,  y  i  valori  di  v,  ì,  m,  11  ;  a,  b,  e  corrispondenti  alle 
)'i  >  )':'  7}  •  Essendo  ja  =  5  u2  —  1,  si  deduranno  dalle  (3)  le 

(9)      *  =  -r±=(R0  +  S0),     p  =  _±=(p^0  +  p5J,     Y  =  -^(pl?o  +  p*50), 

V— 3  1  —  3  t  —  3 

essendo 

jR»  =1  u2 (p2 uz  -\-  1),         5^  =  —  u2((]2u2  -}-  1), 

/>  =  3P+  ii       7  =  3?2+  1; 

inoltre  le  (4)  daranno  le  seguenti  : 

(   3uy\  =  — V  +  (2?2pit2  —  i)R0  —  (2squ2  —  i)50, 

(io)  3  II  y\  =  —  l2  -f-  f(2fpu2 —  l)i?0  —  p  (2  p  ^  M2  —  l)50, 

(   3  u  v;  =  —  XJ  -j-  f(2p2p;r  —  i)i?0  —  p2  (2  p  ^  /(z  —  i)50 . 

Infine  dalle  (5),  (6)  si  hanno  le 

u  ko  =  —  Mo\         11  So  =  Na ,         V  =  —  11  L0 , 


*)  P.  Gordan,   L'eber  die  typische  Darstcllung  der  Urnàrtn  biquadratischen  Form 

f  =  xl *2  4"  xl x-  "t-  -1--  *l  > 

Mathematische  Armale::,  t.  XVII  (1880),  pp.  359-378  [p.  366]. 

**)  La  sussistenza   di  questi   valori  è  dimostrata   nella    mia    Memoria  :   Sulla  teoria    delle  funzioni 
ellittiche  fLXXVI:  t.  II,  pp.  295-318]. 
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posto  y  =  7«  e 

72  ^o  =  >'+  —  !  3  v2  +  49,         Af0  =  v+  —  5  y2  +  i , 
7^o  =  -  O'8  -  14  /  +  $lf  -  70/  -  7), 

essendo  ko ,  So  i  valori  dei  covarianti  k,  S,  per  la  forma  ternaria  in  y  ,  y2 ,  y  .  Ora 
per  la  relazione  (8)  si  ha  che 

&*  =  £•>-}-  i2!; 

quindi,  posto  fc*  =  —  i2s.v,  sarà:  S*  =  i2;(i  —  x),  ossia  si  avranno  fra  le  x,  y  le 

equazioni  : 

,     ^  7*A,Mo  7*A£ 

I2J)'  I25J 

le  quali,   come  è  noto,    sono  due   forme    differenti  dell'equazione   modulare  Jacobiana 
dell'ottavo  grado. 

4.  Suppongasi  col  signor  Klein  *)  che  fra  le  xt  ,  x3 ,  x.  ;  y ,  y2 ,  v    sussista  la 
relazione 

x,y,  +  *,*,+  -V,  =«>; 

da  essa  ricavasi  facilmente  essere  anche 

*\y\  +  *ly\  +  x]y]  +  7"^Oa  +  &P  +  cy)  =  o; 

perciò,  se  introduciamo  le  seguenti  denominazioni  : 

*; +  p2*; +  ?*;  =  «,»     *I  +  ?**  +  ?2*j  =  »,. 

a  -}-  p*è  -j-  p e  =  ft ,        a  -f-  p  è  -f-  p 2  e  =  /a , 

la  equazione  superiore  si  trasformerà  per  le  (9),  (io)  nella  seguente: 

(12)  —  \'n-\-ttRa  —  t1S<)  =  o, 

posto 

t1  =  g,  k~  —  wi  ,  (4  =  ga  u2  —  n3 , 

s,  =  K2?2".  —  qV—  3-W,)>      g2  —  ?(2p«2+i>y=r^-v/J. 

Dalla  equazione  (12),  rammentando  essere  ni  =  RoS0  e  quindi 
,.'  =  -  u(p2>i2+  i)(j»«'+  1), 


*)  Kleik,  Uieter  die  Auflòsung  gewisser   Gleichungen  vom  subenten  uni  achten  Graie  [Mathema- 
tiche Annalen,  t.  XV  (1879),  pp.  251-282]. 
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si  deduce  tosto  la  seguente  : 

-  »'Q>2»2  +  i)2('/V  +  02  +  W«"  +  0 


(13) 

+  <K<?2"2  +  0  +  3»',^(/»2+  i)(<?2"2  +  0  =  o, 

si  ottiene  cioè  una  equazione  del  quarto  grado  in  u',  i  coefficienti  della  quale  sono 
funzioni  intiere  e  razionali  delle  espressioni  v,  f,  ì,  in,  n.  Infatti  dalle  relazioni  (4) 
e  dalle  (3)  si  hanno  le 

(  v>  »,  =  CS  +  -  Pf  R\  v'>  »,  =  B  R  -f  -  p2  f  S1 , 

(14) 

le  quali  appunto  dimostrano  che  t\ ,  ì[,  tt  t2  sono  funzioni  intiere,  razionali  di  quelle 
cinque  espressioni. 

Riserviamo  a  una  prossima  comunicazione  la  dimostrazione  di  altre  proprietà  del- 
l'equazione del  quarto  grado  (13)  e  l'uso  di  essa  nella  risoluzione  della  equazione 
dell'ottavo  grado  (7). 

17  aprile  1884. 

[G.]. 


CXXIII. 
SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  lombardo  di  scienze  e  lettere,  serie  li,  volume  XX  (1887),  pp.  364-370. 


1.  In  un  recente  scritto  che  ha  per  titolo:  Ueber  Gleiclmngen  fùnften  Grades  *)  il 
prof.  Gordan  ha  fatto  conoscere  un  metodo  di  trasformazione  della  equazione  gene- 
rale del  quinto  grado  alla  forma  normale,  degno  di  considerazione  sotto  vari  aspetti. 
È  noto  che  questa  forma  normale  è  la  seguente  : 

F00  =  li  -  I0^ +  45^+  C  =  o; 
ora  il  prof.  Gordan  osserva  che  per  le  radici  di  essa  sussistono  le  quattro  relazioni  : 

le  sommatorie  estendendosi  alle  cinque  radici  della  equazione  F(j)  =  o. 
Sia 

/O)  =  (*—  *„)(*  —  *,)  •  •  •  0'  —  x4) 

una  equazione  generale  del  quinto  grado,  e  posto  ^  =  g  (x),  nella  quale  £,  x  sono  due 


*)  Mathematische  Annalen,  t.  XXVIII  (1887),  pp.  152-166. 
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radici  corrispondenti,  trattasi  di  determinare  la  funzione  g(x*)  per  modo  che  sieno  sod- 
disfatte le  quattro  relazioni  superiori. 

Il  metodo  di  Gordan  è  suscettibile  di  applicazione  anche  ad  equazioni  di  più  alto 
grado,  della  quale  sua  proprietà  già  faceva  cenno,  per  le  equazioni  del  settimo  grado, 
il  prof.  Klein  *)  in  un  suo  lavoro  pubblicato  pochi  mesi  dopo  quello  del  sig.  Gordan. 

In  questa  comunicazione  all'Istituto  Lombardo  è  mio  intendimento  di  esporre  il 
metodo  in  tutta  la  sua  generalità,  ricercando  in  seguito  quale  partito  si  possa  dedurre 
da  esso  nella  trasformazione  delle  equazioni  del  settimo  grado. 

2.  Sieno  x0 ,  xt  ,  . . .  xn_i  le  radici  di  una  equazione  dell' wmo  grado 

e  supponiamo,  per  brevità  delle  formole  non  per  necessità  di  metodo,  essere 

2~  x  =  o. 

Posto  sr  =  \  xr ,  considero  le  n  —  i  funzioni  seguenti  di  una  qualsivoglia  ra- 
dice x  : 


?_3  (*)  =  *"     '   +P„_;*—    — 


Evidentemente  queste  funzioni  soddisfano  alle  equazioni  : 

(2)  ]>>(*)  =  0,  ^?iW  =  0j       ...     ^?>_j(A.)  =  0. 

Dispongasi  ora  dei  coefficienti  indeterminati  p,  p,  ,  p2 ,  . . .  pn_.  affinchè  sieno  sod- 
disfatte anche  le  equazioni  : 

0)  5V(x)  =  o,       ^?(x)?i(.v)  =  o,     ...     ]T?(*)^3(*)  =  o; 

la  prima  darà  una  equazione  del  secondo  grado  per  determinare  p,  le  altre  delle  equa- 


*)  Klein,  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Ghicìiungen  sechslen  und  siebtnten  Grades  LMathematìsche 
Annalen,  t.  XXVIII  (1887),  pp.  499-552].  Vedi  anche:  VorUsungttt  liber  das  Ikosaeder  und  die  Auf- 
lòsung  der  Ghìchungen  vom  funjten  Grade,  Leipzig  1884,  pag.  259. 
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zioni  lineari,  da  cui  deduconsi  i  valori  .di  p, ,  f2 ,  ■  •  •  ?„_.  •   Indicando    con    R     la    e- 
spressione 

(4)  R„  =  s,  sm^  —  sz  sm+4  -4-  —  s22  sm+2 , 
i  valori  di  p,  pi ,  .  . .  sono  i  seguenti  : 

(  Pi, +  5,  =  *, 

(5)  ■  *. 
(PB.i,   +  i^==T> 

nelle  quali  i?  =  +  Y~R0  e  nella  seconda  deve  porsi  in  =  i,  2,  .  .  .  n  —  3.  Dalle  equa- 
zioni (1)  deducesi  cosi  essere 

(0  ]T.v?(.v)=tf,         £*?„(*)  =  ^. 

Supponendo  r,  j  =  1,  2,  . . .  b  —  3,  indicherò  con  ars  le  espressioni 

(7)  «„  =  5>'Oo*-oo- 

Ciò  posto,  considero  il  determinante  dell'ordine  »mo  che  ottiensi  dalla  matrice 

I1.  x,  ?(-v)>  ?,(*).  ••■  ?„-3(*)l 

ponendo  xo ,  x,  ,  ...  xnl  in  luogo  di  x.  Per  la  forma  delle  funzioni  <p  (%),  ^  (x),  . . . 
questo  determinante  si  vede  tosto  essere  eguale  a  quello  che  si  ha  dalla  matrice 

|i,  x,  x* ,  ...  x"~'\ 

colla  stessa  sostituzione,  cioè,  indicando  con  D  il  discriminante  di  f(x),  sarà  quel  primo 

determinante  eguale  a  D2  . 

Faccio  ora  il  quadrato  dello  stesso  determinante,  tenendo  presenti  le  relazioni  (2), 
(3),  (6),  (7)  sussistenti  fra  gli  elementi  delle  colonne,  si  ottiene  facilmente  essere 

(8)  D  =  —  nR'.A 

essendo  A  il  determinante  dell'ordine  n  —  3  : 

a  =  y  (+  «„<»,,  •  •  •  fl„_5,„_3)  ■ 

Questa  relazione  fra  il  determinante  A  ed  il  discriminante  D  è  fondamentale  nel 
metodo  di  trasformazione  che  qui  si  considera. 


2$6 
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Sostituendo  nella  (7)  per  ?r(-v)>  ?,  (a.)  i  loro  valori,  si  ottiene  per  ars  il  seguente: 


(9) 
essendo 

(10) 


1    /  R,R,        ...  \ 


T„  =  sr+ìst+}  —  stsr+s+A  +  —  s2sr+1ss^, 


cioè  ars  è  razionale  rispetto  ai  coefficienti  della  equazione  /(-v)  =  0. 

Estendendo  nella  espressione   Trs  gli  indici  r,  s  anche  al  valore  zero,  si  hanno  le 

Too  =  R0 ,         Tmo  =  Tom  =  Rm  , 

e  quindi,  pel  valore  (9)  di  ars ,  la  relazione  (8)  condurrà  a  questa  nuova  rappresenta- 
zione del  discriminante  D  : 


(n)  D  =  (_!)->« 


3.  Sieno  ift  (x),  ^2(.v), 


T.„       T. 


r  (.v),   I  m  =  - ,  n  dispari  j 


,  n  dispari  l   m  funzioni  lineari 

delle  <p,  (x),  ?.,(*),  .  . .  <p „_,(*)  moltiplicate  ciascuna  per  coefficienti  indeterminati.  Ram- 
mentando le  relazioni  (2),  (3),  si  avranno  dapprima  le 


(12) 


'  £?(*)*,(*)  =  2>00+.to  =  ••=  X?  00 +. 00  =  o, 

poi,  disponendo  opportunamente  di  un  congruo  numero  di  quei  coefficienti  indeterminati, 
sieno 

(13)  x+" oo  = o-   X  +'(*)  +«  oo  =  0» 

rs  1  ■  («  —   OC"  —    ì) 

per  r,  5=1,  2,  ...  w.  Queste  ultime  equazioni  sono  in  numero ^~ H-  , 

8 
altrettanti  dovranno  quindi  essere  quei  coefficienti  indeterminati,  cioè  uno  in  i|>  (x),  due 
in  \t(x),  ...  m  in  '},„(x)- 

Colla  determinazione  di  questi  coefficienti  si  giunge  così  al  teorema  : 
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Le  j unzioni 

?(*)>  ¥,(*).  ÌW.      •••      +£à(«) 

definite  sopra  hanno  la  proprietà  che  la  somma  di  ciascuna  di  esse,  la  somma  dei  loro 
quadrati,  e  dei  loro  prodotti  a  due  a  due,  somme  estese  a  tutte  le  radici  della  equazione 
/(*)  =  o,  sono  eguali  a  %ero. 

Evidentemente  i  primi  membri  delle  equazioni  (13)  sono  funzioni  quadratiche  di 
quei  coefficienti  indeterminati,  ed  i  coefficienti  delle  medesime,  sono  le  quantità  ars  de- 
finite dalla  (7)  o  dalla  (9). 

Per  n  =  5  si  ha  una  sola  funzione  +  00  : 

+  00  =  *¥,(*) +  ¥,€*), 

nella  quale  X  è  il  coefficiente  indeterminato.  Le  due  funzioni  <p(x),  +00  soddisfano 
alle  cinque  equazioni  : 

X?oo  =  °'  X'^-v)  =  o'  X?2(x)  =  o'  X^*)1^*)^0'  ^2(.*)  =  o> 

determinando  X  per  modo  sia  : 

alt X2  -j-  2ai2X  -f-  a22  =  0, 
o  per  la  (8)  : 

Per  n  =  7  si  hanno  due  funzioni  <J<  ed  esse  devono  contenere  tre  coefficienti  in- 
determinati, onde  sussistano  per  le  tre  funzioni 

?00,         +,00i         +,00 

le  nove  equazioni  del  teorema  superiore. 
Posto 

+.00  =  *¥,(*)  +  *,(*), 

¥,00  =  (*¥.(*)  +  v¥300  +  ¥+00> 

si  hanno  i  tre  coefficienti  indeterminati  X,  ;/.,  v  e  le  tre  equazioni: 
tfXIV  -j-  2ai2X  -(-  a22  =  0, 

(ai2x  -f-  «22)^  +  0*,}À  +  fl2i)v  +  ai4^  +  fl24  =  °> 

a22[A2  -\-  a^v2  -f-  %a   *v  -j-  za   u  -j-  2<r,+  v  -)-  a+4  =  0. 

BRIOSCHI.    tOmO    III.  18 
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Il  determinante  A  è  in  questo  caso  : 

a,,     a.,     a, 


A  = 


a2I     a22    a2}    a 
a.,     a,,     a,,     a 


a 


33        34 

a.,     a  . 


Si  indichino  con 


ÒA 

da,,   ' 


dA         dA 


Infine,  posto 


oflIa        da2l 

i  determinanti  minori  di  A;  eliminando  p.  dalle  due  ultime  equazioni  superiori,  avendo 
riguardo  alla  prima,  si  giunge  alla 

x^v2  —  2<x,4v  -f-a.5  =  0, 
dalla  quale  : 

x     v  —  a,    =:^42S2. 

44  34  ' 

posto  S2  =  +  (a)2  —  flnfl22)2  >  ed  essendo  per  la  prima 

anX  -)-  atI  =  S2  . 

a.    u.  —  x     =  M, 
sostituendo  nella  seconda  ed  osservando  essere  identicamente 

^2*42  +  *I3a43  +  fl'4a44  =  —  ^..V  ' 

a22\2  +  *13*43  +  ^4a44  =  —  a»  x4>  ' 
si  ottiene  la 

MI  =  —  k4I  +  (aXj>  +  fl„)-4T, 

e  quindi  il  valore  di  [/.. 

Supponiamo  ora  che  /;  (x),  k  (x)  sieno  le  due  seguenti  funzioni  : 

/;  (.v)  =  a  ?  (x)  +  b  i  (a)  +  e  -|»,  (x),         ft  (a)  =  x  ?  (x)  +  ^ ,  W  +  T  *,  (*)> 

nelle  quali  a,  &,  e,  a,  [i,  y,  sono  coefficienti  indeterminati;  e  pongasi 

1 


K-v)  =  - 


*(*)  = 


y  —  m   '  -  '         _)>-]-;«' 

essendo  w  un  coefficiente  numerico.  Per  le  proprietà  delle  funzioni  ?(x),  ^iW»  '1*2 (*)> 
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si  avranno  le 

5~ =  o,  .     V- — : =  0;       y~? v  —  °>       5~7 — i \s  =  °. 

x—  y  —  m  *—  y  -j-  m  t—  {y  —  m)  ±—  (j  -J-  m) 

e  fra  le  /?,  k  sussisterà  la  relazione 

(14)  2>nhk  -\-  k  —  /;  =  o, 

per  mezzo  della  quale  si  potranno  ottenere  i  valori  degli  ultimi  coefficienti  indeterminati. 
La  equazione  trasformata  in  y  che  soddisfa   alle   quattro  relazioni  superiori  ha  la 
forma  seguente  : 

(  y1  -f-  7-E)'6  +  7  G_ys  —  21  m2Ey*  —  7  (;«2  -{-  jG^tify3  -\-  21  m*Eyx 

(  -f-  7  w4(2  w2  -f-  5  G);y  -j-  //  =  o 

e  contiene  i  soli  tre  coefficienti  letterali  E,  G,  H. 

Riservo  per  una  ulteriore  comunicazione  la  ricerca  dei  valori  di  E,  G,  H  in  fun- 
zione dei  coefficienti  della  /(a)  =  o,  come  pure  il  dimostrare  la  sussistenza  della  re- 
lazione (14). 


12  maggio  it 


[B.]. 


CXXIV. 
SOPRA  UN  SIMBOLO  DI  OPERAZIONE  NELLA  TEORICA  DELLE  FORME. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere,    serie  li,   volume  XXII  (1889),  pp.  117-121. 


1.  Nel  voi.  I  (pag.  294  e  seguenti)  del   Traili  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
applicatioìis,  del  sig.  Halphen  *),  è  facto  sovente  uso  del  seguente  simbolo  di  operazione  : 

D  =    12  P,  -^ g\  -zr , 

"3  dg,   T    3    ^  dg} 

nel  quale  g2 ,  g. ,  hanno   l'ordinario  significato,    sono   cioè  gli  invarianti   quadratico  e 
cubico  di  una  forma  binaria  del  quarto  ordine. 

Dimostrerò  nella  presente  comunicazione  che  analoghi  simboli  di  operazione  sus- 
sistono per  forme  binarie  di  ordine  n.  Indicherò  con 

f(xt ,  x2)  =  A0x"  -j-  n  A1  x"-1  x2-\-  ■  ■  ■  -f-  -An K 

la  forma  binaria  e  con  ao ,  at ,  ...  an_l  le  radici  della  equazione  /(*)  =  o  ;  i  simboli 
di  operazione,  che  intendiamo  considerare,  si  deducono  dal  seguente  : 

per  jì.  =  0,  1,  ...  11  —  1. 


*)  [Paris   1886-1891  ;  tre  volumi]. 
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È  noto  che,   indicando  con  g  un  invariante  di  grado  m  della  forma  /,  si  hanno 
le  tre  relazioni  : 

CO  D0(g)  =  o,        D1(g)  =  —A0g,     Dz(jg)= ^ '-Alg; 

se  quindi  <J/  è  un  invariante   assoluto  di  /,  cioè  un   invariante  di  grado  zero,  saranno 

(2)  Do0|)  =  o,        D.OJO  =  0,         D2(6)  =  o. 

È  noto  altresì  che,  rappresentando  con  A  il  discriminante  della  forma  /,  si  ha  : 

(3)  D|t(A)=="C»-I)---0'-rìiJ    A. 
v;>'  pv  *       1.2.3  ■  •  •  Ca  —  l) 

2.  Dal    simbolo  di  operazione    D„(<^),  avendo    riguardo  alle  tre    relazioni  (2)  si 
deducono  le  altre  tre  seguenti: 

S-'^air1  =  fr  - 2)  D-W)  +  S-D"(,')' 

nell'ultima  delle  quali  : 

S  =  ao  +  <z.  +  '  '  "  ~f"  ^"-.  • 

Supponiamo  ora  che  sia 

i,  -  _£_  jfe  - !5 

V~   A'    '  2(H-  l)' 

e  poniamo  : 

l>d    m=  C"  — 4)(»- 5)  ...(»  — 5-  3) 

s*5  VT>  1.2.3     .  .  .    S 

nella  quale  5  può  assumere  i  valori  o,  1,  2,  ...  n  —  4.  Essendo  per  la  (3) 

"2^  =  °-   S^l^r =  "(" _  I)A'   '%"--&  =  2("  ~ I)5A' 

si  hanno  per  le  quantità  x0 ,  x, ,  ...  le  tre  relazioni  : 
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(4)  <  J:  a'$t  —  -^(mn  + 2s  +  ♦)"«  ' 

2:^^r  =  (" _  5~  -*)*,+,  +  («*+  o5«i» 

le  quali  dimostrano  che  le  quantità  xo ,  a,  ,  ...  sono  i  coemcienti  di  un  covariante 
della  forma  /,  covariante  dell'ordine  n  —  4  e  del  grado  m  -f-  1.  Questo  covariante 
può  quindi  così  esprimersi  : 

A*[0,(+)*r4+04(*)*r,*,+  •••  +  A,_.«o*r4], 

ed  è  così  definito  il  significato  dei  simboli  di  operazione  D.  (ò),  D  ('^) ,  .  . . 

Pel  caso  di  n  =  4  si  ha  una  sola  quantità  y.s ,  la  ao ,  e  le  equazioni  (4)  poste  a 
confronto  colle  (1)  dimostrano  essere  a0  un  invariante  della  biquadratica/,  invariante 
del  grado  m  -j-  1.  Se  quindi  g  =  g2 ,  sarà  xo ,  salvo  un  coefficiente  numerico,  eguale 
a  g.  ;  e  se  g  =  g    sarà  xo  =  g22 . 

Posto 

si  trovano  infatti  le 

^3  010=  I2£3,  A^D;(^)  =  ^=, 

i  secondi  membri  delle  quali  sono  i  coefficienti  della  operazione  D  introdotta  dal  si- 
gnor Weierstrass  e  della  quale,  come  si  è  accennato,  fece  opportuno  uso  il  signor 
Halphen. 

3.  È  noto  che  il  discriminante  A  si  può  esprimere  in  funzione  di  un  certo  nu- 
mero di  invarianti  della  forma  corrispondente.  Per  la  forma  /(*, ,  x2)  dell'ordine  n 
sieno  g  ,  gt ,  ...  gr  questi  invarianti,  e  si  indichino  con  m0 ,  mI  ,  . .  .  mr  i  rispettivi 
gradi. 

Posto 

A*°'io  =  <xo  ,  A*'  -i,  =  gz  ,        ...        Al"ir  =  gr  , 


-^'•y,  =f,i 

/«, 

'           2(«  

0  ' 

"(+„,+.,    •■ 

■  w 
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una  funzione  omogenea  di  grado  p  delle  <j»oJ  òt ,  ...  ,  tale  cioè  che 
.  .    dF     .    ,   .    8F  dF  _ 

Kt  -55-  +  *,  ♦.  -^  +  •  •  •  +  * Ar-^  =  P  F. 

Evidentemente  si  avrà  : 

AL.—  _I__£Z_  F    dA 

3g,  ~~  a*-  9+i      ?  a  a?,  ' 

e  per  essa  si  ottiene  la 

nella  quale  a^.  per  j  =  o,  1,  2,  ...  r  sono  coefficienti  di  covarianti,  come  si  è  dimo- 
strato sopra. 

Per  n  =  4,  si  hanno  : 

A  =  £j  —  27  g*,        s(0)  =12?,,        ■£*  =  -«!; 

02  /ftj?  o  ^3  o  302' 

quindi  : 

cioè  il  secondo  sommatorio  dell'equazione  superiore  (5)  è  eguale  a  zero,  e  si  ha  : 
n  sin  dF         2     2  dF 

Quel  secondo  sommatorio  è  però  nullo  anche   nel   caso  generale.  Infatti  essendo 
A  funzione  di  g0 ,  gx ,  . . . ,  si  avrà  : 

f-  aA 


^)=£!^>F(w 


*..*.. 


inoltre  : 


Sarà  quindi 


0^  =  ^(40  +  ^^); 


Ne  risulta  che  il  simbolo  di  operazione,  il  quale  per  una  forma  binaria  dell'ordine 
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11  corrisponde  a  quello  citato  da  principio,  è  il  seguente  : 

n  ,v^  _  0  ~  4)0»  —  5)  •  •  •  0  —  rìtjii     dF 

uArJ—         1.2.3  ...  (fi  — 3)        4- Vj  ^  ' 

Per  una  forma  del  quinto  ordine:  \t  in  quest'ultima  equazione  può  assumere  i 
valori  3,  4;  i  i  valori  o,  i,  supponendo  g0,  gz  essere  gli  invarianti  di  quarto  e  di  ottavo 
grado  della  forma  stessa,  e  quindi 

A  =  gì—  I44£,- 

Le  quantità  ajj" ,  a(°'  saranno  i  coefficienti  di  un  covariante  lineare  e  del  quinto 
grado  della  forma  stessa;  aj," ,  a'/'  i  coefficienti  di  un  covariante  lineare  e  del  nono 
grado,  e  siccome  le  forme  del  quinto  ordine  non  ammettono  covariante  lineare  indi- 
pendente del  nono  grado,  saranno,  salvo  un  coefficiente  numerico  : 

a<"  =  aoa*0',  a',"  =  gQ<x!?  .*), 

e  si  avranno  le 

D(F)  =  a<°'  -§£  +  «<  "  |£  ,  DCF)=  «r  |£  +  «« -§*  . 

dg0  àgi  d°o  °gi 

Per  «  =  6:  (a  può  assumere  i  valori  3,  4,  5;  *  i  valori  0,  1,  2,  3,  essendo  A 
funzione  dei  quattro  invarianti  g0,  gI  ,  g2,  gì  dei  gradi  secondo,  quarto,  sesto  e  decimo. 
Le  quantità  a  sono  coefficienti  di  covarianti  del  secondo  ordine,  e  dei  gradi  terzo,  quinto, 
settimo,  undecime  Quest'ultimo  non  esistendo  come  indipendente,  saranno  a^3' ,  a',3' , 
a^3' ,  funzioni  lineari  delle  altre  moltiplicate  per  opportuni  coefficienti. 

Una  applicazione  delle  formole  corrispondenti  a  quest'ultimo  caso  fu  da  me  recen- 
temente pubblicata  **). 


17  gennaio  u 


[Pi]. 


*)  Applicando  l'operazione  D  alla  forma  (discriminante) 

■*  =  S20  —  I44?i  . 

si  ha  : 

,„,  ò\     .     ,.,  ÒA  ,  ,  òA     .      ,,,  SA 

0   ì)ga  0  dg1  '    0go  og, 

cioè: 

aò°'  So  —  72  aó')  =  °>        ai0)  So  —  72  "ì1'  =  °> 
donde  : 

„(o)  ■    „  (I)  (I)   1  „(0) 

**)  Brioschi,  Le  equazioni  differenziali  pei  periodi  delle  funzioni  iperellìttiche  a  due  variabili  [Ren- 
diconti della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  IV,  tomo  IV  (1888),  2°  seni.,  pp.  341-347,  429-436]. 


cxxv. 

UN  TEOREMA  NELLA  DIVISIONE 
DEI  PERIODI  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere, 

serie  H,   volume  XXVI  (1893),  pp.  727-731;  volume  XXVII  (1894),  pp.  186-193. 


1.  Sieno  u,  ut,  u2  tre  argomenti  che  soddisfano  alla  relazione 

(1)  ±  «  +  »,  ±  »,  =  0 , 
e  poniamo  : 

s  =  f>(«),      *,  =  ?(«,),      *a  =  P(«0- 

Suppongasi  che  per  un  quarto  argomento  v  sia  soddisfatta  la  relazione  : 

(2)  +  v  +  »,  i  u2  =  0, 
e  sia  y  =  |j?  (x>) ,  inoltre  pongasi  : 

x  -\-  xt  -f-  x2  =  —  a ,       xlx2-{-x2x-\-xxJ=zb,      x  xl  x2  =  —  e, 

^  =  (xi  —  x2)2  (xi  —  *y  (*  —  xi)2  > 

si  ha  il  teorema  espresso  dalla  relazione  seguente  : 

(3)  Dy  =  Lx*  +  Mx  +  N, 

nella  quale  D,  L,  M,  N  sono  funzioni  di  a,  b,  e,  g2,  g  . 

È  noto  infatti  che,  per  la  relazione  (i)  fra  gli  argomenti,  sussiste  per  le  x,  xt,  x2  la 
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seguente  *)  : 

(*.*,  +  *,*  +  **,  +  7^)2  —  4(*  +  x,  +  O  (*x,  xt  —  jg})  =  o, 
ossia  : 
(4)  b1  —  4ac  +  ±g1b  —  gja+±gl  =  o. 

Analogamente  per  la  relazione  (2)  si  avrà  : 

(*,  x,  +  xay  -j-  yx,  +  ±g2)2  —  4(>  +  *,  +  xj(yx,  x2  —  j-g.)  =  o, 

la  quale  sottratta  dalla  precedente  conduce  ad  una  relazione  divisibile  per  x — y,  cioè 
alla 

(*,   —  xù*  0  +  y)   ~2  X,  X,  (X,  +  Xj  +  ~g2  (*,  -f-  X2)  -f-  g}  =  0. 

Moltiplicando  questa  per  (x  —  xj2  (x  —  x2)2  si  arriva  con  breve  calcolazione  alla 
(3),  essendo 

D  =  a1  b2  -j-  18  ab  e  —  4  b~'  —  4  a'  e  —  27  e2, 

L  =  8  a2  e  —  2  a  è2  —  6  />  e  -\-  —  £ 2  (a  b  —  9  e)  —  g3  (a2  —  3  è), 
M  =  i2a3c  —  22abc  —  3  a2 è2  -j-  4  J5  -j-  9  e2  -j-  2g,(è2  —  3^0  —  g>(fl^  —  9C)> 
A'  =  8  a2  Z>  e  —  2  a  è3  -f-  2  è2  e  —  24  a  e2  -J-  y  £2  (a  b1  —  4  a2  e  -j-  3  è  e)  —  £  (è2  —  3^0» 
espressioni  che  facilmente  si  semplificano  ricorrendo  alla  relazione  (4). 

2.  Il  teorema  sopra  dimostrato  ha  una  importante  applicazione  nella  divisione  dei 
periodi  per  un  numero  n,  primo,  >  7.  Sia  per  esempio  n  =  1 1  e  pongasi  : 

2(0  4(0  6o> 

— 11'  '        11'  2        11' 

valori  che  soddisfano  appunto  la  (1).  Se  v  = ,  è  anche  soddisfatta  la  (2)  e,  se 

Sw 
v,  = ,  si  ha  : 

'  11 

u  -j-  u2  —  vt  =  0; 
posto  quindi  j;  =  £>  | j ,  si  otterranno  la  relazione  (  j)  e  la 


*)   Halphex,    Traiti  des  fernet  io  ns  elliptiques  et  de  leurs  applications,  [t.  I  (1886),  p.  30;  t.  Ili, 
(1891),  p.  47]. 
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Dyt  =  Lx*,  +  Mxs  +  N, 

le  D,  L,  M,  N  conservando  i  valori  superiori. 

3.  D  caso  di  b=  13  presenta  speciale  interesse.  Sieno 

si  avranno  pel  dimostrato  teorema  le  tre  relazioni  : 

Dy  =  L.v2  +  Mx  +  N, 

Dyt=  Lx\  +  M*,+  N, 

Dy2=  Lx'2  +  Mx2  +  N, 
dalle  quali,  posto 

y  +  y.  +  y*  =  - a>   j.j.  +  ?.j  +  w.  =  &   W.J.  =  —  T> 

si  dedurranno  i  valori  di  a,  (i,  y,  i  quali  dovranno    soddisfare  ad  una  relazione   ana- 
loga alla  (4),  ossia  alla 

(5)  V  —  4aY  +  T&P  —  £,«  +  3£  =  °- 
Ora  i  valori  di  a,  (ì,  y  sono  i  seguenti  : 

(6)  D*  =  9a?,      D($  +  ±gl)=-6aRS,      £>(y  +  ^;)  =  a£:  ; 

essi  evidentemente  soddisfano  alla  precedente  relazione,  e  le  espressioni  S,  R  sono  : 
a  S  =  3  a  e  —  &1  -j-  —gz(jt'  —  3  è) , 

2*£  =  *C +  j£,(fli +  0  —  g3  (V  +  2  è)  -f  ^^2fl—  \g%gf 

Le  relazioni  (4),  (5)  sono  soddisfatte  ponendo 


(7) 

P +  7?»  =  —  »"*»     Y  +  7*j  =  a*. 
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le  quali  per  le  (6)  danno  : 

(8)  k  =  f-s, 

essendo  R,  S  funzioni  di  a,  b,  ossia  : 

*  =  -  «(*'  +  U>h  +  Ti,)  +  U,h  +  t£  ■ 

Si  noti  che  l'ipotesi  di  k  =  h,  ossia  di 

3bS  —  R  =  o, 
conduce  al  seguente  valore  di  a  : 

aUb'  —  g2b  —  g,)  =  —  3  (g2h*  +  ig.b  +  ££), 
cioè  al  valore  di  a  nel  caso  della  divisione  dei  periodi  per  il  numero  7  *). 

4.  Posto 

t(l  (x)  =  X4  —  | ^X2  —  £.X  —  ^£2,        <?(*)  =  4.V5  —  £2X  —  g}  , 

nel  caso   considerato   sopra  di  n  =  13,  dalla  forinola  della   duplicazione   si   hanno  le 

^  K*,)  <K*0  K*) 

dalle  quali  si  ponno  pure  ottenere  i  valori  di  a,  (ì,  y.  Si  trovano  così  le 

f    ì        —  lZ_       r_ljL      -        _J_^1  _i_  *       -      *      R1 

Ll0)      a~4fl<p2(/;)'      P+4^_         2a2o2(»'      Y+  4^—  4  a»  ?2(/;)  ' 

nelle  quali  : 
posto  per  brevità  : 

P  =  gy  +  3£j*»  +  n£>      ?  =  9^J*,  +  ^*  +  ff.^,» 


*)  Vedi  la  mia  Nota  :  Sur  une  forme  nouvelle  de  Viquation  modulane  du  huitième  degri  [American 
Journal  of  Mathematics,  t  XIII  (1891),  pp.  381-386]. 
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*  —  a  H  ' 


Si  ottiene  così  per  k  il  secondo  valore 

e,  per  la  (8),  la  equazione 

aHR  —  sSK  =  o 

del  terzo  grado  in  a  e  di  cui  i  coefficienti  sono  funzioni  di  h,  g2,  gr 

Ora,  siccome  per  le  relazioni  (7),  (io)  le  quantità  b,  e,  a,  (ì,  y  sono  funzioni  di 
a  e  di  h,  concludesi  che  i  coefficienti  dell'equazione  di  sesto  grado,  la  quale  ha  per  ra- 
dici le  x,  x  ,  x2,  y,  yt,  y2,  sono  funzioni  della  indeterminata  h. 

Le  relazioni  (9)  dedotte  superiormente  dalla  formola  della  duplicazione   sono  esse 
pure  un  caso  particolare  della  relazione  di  Halphen  del  n°  1,  o  del  teorema  di  Abel. 
Applicando  infatti  quel  teorema  alle  tre  radici  y,  x,,  %,,  corrispondenti  ad  argo- 
menti che  soddisfano  la  (1),  si  ha  : 

(*!  +  2.v,  v  +  j-g2)'  -  4 (2x,  -f-  v) (x[y  —  jg})  =  o, 
ossia  : 

(4*!  —  *.*,  —*,)*  =  *! +  7*»*I +  **}*•  +  h£> 

alla  quale  riducesi  tosto  la  prima  delle  (9). 

5.  I  risultati  ottenuti  nei  n'  precedenti,  si  riassumono  così.  Nella  divisione  dei  pe- 
riodi per  «  =  13  le  proprietà  inerenti  agli  argomenti  delle  sette  terne  di  quantità: 

x ,     xi ,     x2  ; 

y ,    *,>*,;      y  »    *, >   *,  ; 

y. .   *,  »   *  ;       j,  »   **  »   x2  ; 

V2 ,     x ,      x,  ;         y, ,     x ,      x  ; 

si  esprimono  colle  sette  relazioni  : 

(  (*.*, + x*x + **.  +  i^y  -  4(* + *. + xz)(xxix> — jg}) = °> 

(11)  <         (x,  —  x2y(y  +  x)  —  2x,x2(x,  +  x2)  +  {■£,(*,  +  x2)  -f  £}  =  O, 

(  (4*1  —  *,*,  —  £,)?  —  (<  +  Tfc*J  +  a^i*i  +  34)=  °' 

nella  seconda  delle  quali  si  ponno  sostituire  alle  y,  x, ,  x2  le  yt ,  x2 ,  x    e  le   >2 ,  x, 
x,  ;  e  nella  terza  alle  quantità  y,  xt  ,  x,  le  v, ,  x2 ,  x2  e  le  y2 ,  x,  x. 
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Ne  deriva  che  sostituendo  i  valori  delle  y,  yt ,  v2 ,  dedotti  dalla  terza  terna,  nella 
seconda  e  reciprocamente,  si  avranno  fra  le  x,  .v,  ,  x    quattro  relazioni. 
Ora  le  stesse  proprietà  si  verificano  per  le  sette  terne  : 

y  >  y\  i  ya  ; 

x>     y>      )\  ;        *>     y,      y; 

*..   >'■>   j2;      *,>   y,,  y,; 
**>  y*>  yi      **,  y>,  y\\ 

sussisteranno  cioè  anche  per  le  quantità  v,  y,  ,  v,  le  stesse  quattro  relazioni. 

6.  Alle  relazioni  (6),  (io)  ottenute  sopra  fra  le  quantità  a,  (ì,  y,  ci,  b,  e,  importa 
ora  aggiungere  altre  due  siccome  conseguenze  delle  (n). 

Notiamo  dapprima  che,  posto  come  sopra  [equazioni  (7)]  : 

b  +  jg2  =  —  2ab,  c  +  jgj  =  ah\ 

la  prima  delle  (11)  è  soddisfatta,  e  le  altre  due  prendono  la  forma: 

(12)  Dy  =  L  x2  -f  M  x  +  A* , 
(ed  analogamente  per  yt ,  xx  ;  yx ,  a,)  e  la 

(13)  $ab\y  =  Ax\  -f-  Bxt  +  C, 
(ed  analogamente  per  yt  ,  x,  ;  v, ,  x).  In  queste,  posto 

h2  =  b2  —  ^£2,        hì  =  /;!  —  jgj)  —  jgJt        b4  =  Atbbl  —  3/»*, 
a  =  /;4  — /;22,         (i  =  ^  — A,*J,        v=*l  +  ^  +  ^*j  — 3*^3*4, 
h  =  fej  —  /;2  fe  , 
si  hanno  per  le  A,  B,   C  1  seguenti  valori  : 

A  =  —  <ju,        B  =  (h*  —  9ii)a  —  9(2hh1}—blhJ  —  hbahJ, 
C  =  9hì(blh}  —  hbja  —  9  (///;;  -f  2/;2/j!  +  2/;2/;2/;4  —  3/^  —  2bb\b^, 
e  per  Z),  L,  M,  N  i  valori  già  dati  precedentemente. 
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Le  due  espressioni 

U=(y-  *)(*,  -  h)  +  (y,  -  x.)  (*,  -  h)  +  (y2  -  *,)(*  -  h), 

V=(y-  *)(*,  -  fe)  +  (y,  -  *,)(*  -  /,)  +  (y2  -  *,)(*,  -  h)  , 

avranno  ciascuna  due  valori  secondo  che  si  sostituiscono  in  esse  per  y,  yi ,  y2  i  valori 
dati  dalle  (12)  o  dalle  (13).  Così,  sostituendo  nella   U  i  valori  (13),  si  ottiene: 

léah.U  =  9S2  —  D, 
e  sostituendovi  i  valori  (12): 

2DU  =  L^S  —  D~); 
e  quindi  : 

(14)  8ab,L  =  D(ìS-\-  D~). 

Analogamente  sostituendo  nella  V  per  y,  ys,  y2  i  valori  (12),  si  ottiene: 

i6ab.  V  —  (sS  +  DT)2, 

e  sostituendovi  i  valori  (13): 

8  a  h\V  =  54  (/;(  m2  +  2  a  m  +  v)  —  9  bj  u  (3  S  —  DT), 
essendo 

m  =  ^(4*,a  —  9^); 
e  quindi  : 

(15)  4.3!(/VN2-f-2fAw  +  v)=  i8/;.m(3S-Z)t)  +  /;?(3S  +  jDt)2. 

Il  valore  superiore  di  m  può  rappresentarsi  anche  coll'una  o  coll'altra  delle 

m  =  \S(h  —  /;),         m  =  |(i?  —  3  /;S), 
e  si  hanno  così  le 

^h,  a  =  3  (4  /«  -f-  3  À),        i/  =  6  (2  m  -}-  3  ^)»        h  S  =  —  3  (7>2w  —  ti), 

h)(K  —  ahH)  =  —  3!(/;4w2  +  2[/.m-f-  v), 

dove  le  //,  if,  i?,  5  hanno  i  significati  dei  n'  3,  4  e  la  quantità  p  del  n°  4  è  eguale 
a  —  i'k. 

Per  questi  valori  la  equazione  di  condizione  del  n°  4 

si  trasforma  nella 

h\  in'  =  9«p  , 
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essendo 

p  =  m'  +  3*4»»a+  ìv-m  + v; 

ma  trovasi  con  breve  calcolo  essere 

,  4-3iP  =  ^(952-JD); 

si  avrà  quindi  : 

(16)  i2w3  =  m(9S2  —  D). 

Una  seconda  equazione  di  condizione  risulta  dall'eguagliare  i  due  valori  di  a  dati 
dalle  equazioni  (6),  (10),  e  questa  per  le  espressioni  superiori  di  a,  //prende  la  forma: 

35(4'«  +  3*)=  —  I>~(2m-J-  3  a), 

da  cui,  posto 

X  =  3S-f-£>\         Y^^S-D^, 
si  deducono  le 

(17)  (4m+  3X)X  =  2wDT,         (4//1  +  3V)F=  -  6(w  +  X)D'; 
ma  dalla  (14),  osservando  essere 

.       .        ,  ^  =  3jO  +  *)(4'"  +  3*)> 

si  ottiene  la 

e  quindi,  per  la  seconda  delle  (17): 


(18) 

4'"  + 

essendo 

Si 

hanno 

in 

t 

conseguenza  le 

m 


(19)  m==-.L],f  Yt*,         u  +  l  =  gi>  Yi,  2m+3À  =  fe3'S/, 

ed  infine  per  la  (16)  : 

(20)  u  =  -^bsYfit 

i  quali  valori  rendono  soddisfatta  la  (15). 

7.  Le  tre  quantità  x,  xt ,  x2 ,  per  le  relazioni  (7),  soddisfano  le 
<P  0)  +  4  a  (*  —  &)'  =  0,     ?  (x.)  -f  4  a  (.v,  —  b)2  =  0,     <p  (x2)  +  4  a  (xt  —  hy  =  0  ; 
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sarà  quindi  : 

ossia  per  l'equazione  (18): 

j_ 

(21)  n<p(x)  =  D2/5. 

Posto 

A  =  0\  —  yù2  (>,  —  y)1  (y  —  y,Y  » 

la  nota  formola  di  addizione 

[<p(u  -  v)  -  <p(u  +  v)][p(«)  -  P(tO]2  =  P'OOFO), 
applicata  convenientemente,  dà  origine  alle  quattro  relazioni  : 


IIf/?(x)9(y)  =  A2  G\         nv/<p(x)?(v)  =  -D2£2, 
essendo 

G  =  (v  —  x)(v,  —  *,)(>,  —  xj,        E  =  0  —  vJO,  —  v)(x2  -  v,). 

Queste  relazioni,  le  quali  potrebbero  dedursi  anche   dalle  (12),  (13),  conducono 
dapprima  per  la  (21)  alla 

G  =  D^t1; 

poi  alle 

V 
infine  alla 

n?(y)  =  D2^, 

da  cui  : 

e  quindi,  rammentando  la  formola  generale  : 

S<  =(-02  <«nf>"(— ),       («  =  i,  2,  3,...__), 

si  avrà  : 

l 

Ma  pei  valori  superiori  di  X,   F  si  deduce  tosto  essere 
4D=  72(«'  -  i)2, 
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e  con  calcolazione  più  lunga  essere 

4s=  r?(*>_  i)«(i«  —  3*J  —  i), 

e  per  queste  : 

(22)  <«  =  ±.{f  -3'J-I)- 

La  quantità  £,  come  è  noto  *),  è  radice  della  equazione  modulare  Jacobiana  per 
la  trasformazione  del  1 30  ordine  : 

li  _    Pg3  g7jj  _    ^ 

S         I2J^2   '  S  12^   ' 

essendo 

P  =  <4  +  5  ^  +  1 3> 

v  =  ^2  +  io?10  +  46^  +  io8^6  +  122^  +  38^  -  1, 

w  =  ?  +  6^2+  13. 
Si  ha  così  il 

Teorema.  —  La  funzione 

__    ^S  +  D* 

'  —  T~ 

delle  tre  quantità 

«'&)•     '■  =  *&)■     *"<&) 

è  radice  di  una  risolvente  del  280  grado. 

8.  Dai   valori    superiori  di  m,  m  -f-  a,  n  in  funzione  di  /,  si  deducono   quelli   di 
h2 ,  h  ,  h    e  cioè  : 

K  =  %L(f  +  t>  +  0,      K  =  -  £<♦(*»-  3'6+  V  -  8), 
X  =  -  t  ^^"V  -  '9  +  5 /6  +  <5  +  0  • 


*)  Klein,  Ueber  die  Transformation  der  eltiptischen  Functionen  una  die  Auflòsung  der  Gleichungen 
fùnften  Grades  [Mathematische  Annalen,  t.  XIV  (1879),  pp.   111-172  (pag.   143)]. 

Kiepert,  Zur  Transformaticnstlieorie  der  elliptischen  Functionen  [Journal  fùr  die  reine  und  ange- 
wandte  Malheraarik,  t.  LXXXVII  (1S79),  pp.   199-216  (pag.  2i,-)J. 
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Ma,  se  nella  espressione  superiore  p  =  ^  -f-  5  ^2  -f-  13  sostituiamo  per  ^  il  valore  (22), 
si  ha  : 

p  =  -^(',2-'9  +  j'6  +  'i  +  0; 

quindi  sarà  : 

1    _         2    Q3  -  i)2 

IT   _  (iJ  —  i)3 


&. 


Il  valore  di  m  dà  in  conseguenza 


/>■ 


e  questa  per  le  superiori  conduce  alla 

1  si  03  -  02  l1 


4 


siccome  per  la  prima  delle  relazioni  (6)  è  a  =  -jya,  sarà: 


4      *3     i 

Osservando  da  ultimo  essere 


„  =  ,.  +  «,■  + ,,  =  .£±2 


si  giunge  alla 


a  -4-  a  = ò 6  -l 

2      <+ 

forinola  nota  nella  trasformazione  del  1 30  ordine. 
14  dicembre  1893,  15  febbraio  1894. 


[B.]. 


CXXVI. 

INTORNO  AL  MOVIMENTO  DI  UN  PUNTO  MATERIALE  SOPRA  UNA 
SUPERFICIE  QUALSIVOGLIA. 


Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società  italiana  delle  scienze  residente  in  Modena, 
tomo  XXV,  parte  2*  (i8SS),  pp.    IJJ-I«7  *)- 


1.  La  integrazione  delle  equazioni  del  moto  di  un  punto  materiale,  o  di  un  sistema 
di  punti,  in  alcune  circostanze  particolari  di  movimento,  fu  di  recente  scopo  alle  in- 
dagini dei  Geometri.  Le  nuove  forme  assegnate  da  Lagrange  e  da  Hamilton  alle  equa- 
zioni della  dinamica,  la  integrazione  delle  medesime  ridotta  dipendente  pei  teoremi  di 
Hamilton  e  di  Jacobi  dalla  integrazione  di  una  equazione  alle  derivate  parziali  del 
primo  ordine  non  lineare  e  la  teorica  dell'ultimo  moltiplicatore  dovuta  a  Jacobi  apri- 
rono la  via  a  quelle  ricerche.  Il  sig.  Liouville,  assumendo  le  forinole  di  Lagrange  e 
giovandosi  dei  risultamenti  del  Jacobi,  prese  in  tre  differenti  Memorie  **)  a  conside- 
rare alcuni  casi  in  cui  le  equazioni  del  moto  di  un  punto  sopra  una  superficie,  del  moto 
di  un  punto  libero  nello  spazio,  e  del  moto  di  un  sistema  di  punti,  sono  integrabili  ; 
i  quali  due  ultimi  problemi  vennero  anche  discussi,  il  primo  dal  sig.  J.  A.  Serret  *   ). 


*)  [Presentata  dal  socio  Cavaliere  Antonio  Bordoni  ;  approvata  dal  socio  Giuseppe  Bianchi; 
ricevuta  il  di  8  giugno  1852]. 

**)  Liouville,  Sur  quelques  cas  particuliers  où  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matiriel  peu- 
vent  s'intègrer  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XI  (1846),  pp.  345-378;  t.  XII  (1847), 
pp.  410-444]  ;  Mèmoire  sur  l'integration  dei  équations  diffìrentielles  du  mouvement  d'un  nombre  quelconque 
de  points  tnatériels  [Ibid.,  t.  XIV  (1849),  PP-  257_299J- 

***)  J.  A.  Serret,  Thèse  sur  le  mouvement  d'un  point  matèriel  attiri  par  deux  centres  ftxes,  tn 
raison  inverse  du  carré  des  distances  [Ibid.,  t.  XIII  (1848),  pp.   17-34]- 
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mediante  le  formole  di  Lagrange,  ed  il  secondo  dal  sig.  Richelot  *)  partendo  dalle 
formole  della  dinamica  trasformate  col  metodo  di  Hamilton. 

Le  ricerche  che,  innanzi  il  lavoro  del  sig.  Liouville,  esistevano  intorno  alle  cir- 
costanze del  moto  di  un  punto  sopra  una  superficie  non  piana,  si  riassumono  in 
quelle  del  moto  di  un  grave  sopra  una  sfera  o  sopra  una  superficie  di  rotazione  ;  e 
nelle  più  recenti  del  movimento  di  un  punto  materiale  sopra  una  superficie  di  rivolu- 
zione, ammesse  alcune  particolari  condizioni  per  le  forze  agenti,  le  quali  fanno  parte 
di  una  Memoria  del  sig.  Jacobi  **).  L'uso  delle  linee  esistenti  sopra  una  superficie  a 
rappresentare  punti  della  medesima,  di  tanto  vantaggio  nella  trattazione  di  problemi  di 
statica  e  di  geometria,  fu  anche  di  giovamento  in  questa  parte  della  dinamica,  ed  i  pro- 
blemi discussi  dal  signor  Liouville  devono  appunto  il  loro  successo  a  quel  metodo 
di  rappresentazione,  come  pure  lo  devono  quelle  cose  che  qui  si  aggiungono  sul  me- 
desimo argomento. 

2.  Se  colla 

/(*,  y>  0  =  ° 

si  indica  la  equazione  di  una  superficie  qualsivoglia  riferita  a  tre  assi  ortogonali,  e  con 
X,  Y,  Z  le  componenti  parallele  a  quegli  assi  della  risultante  di  tutte  le  forze  accele- 
rataci agenti  sopra  un  punto  materiale  il  quale  deve  moversi  sopra  quella  superficie, 
si  hanno  le  tre  equazioni 

(i)        X"  =  x  +  x/'  e*),      y"  =  Y+-kf  60,      ;"  =  z  -j-  \f  (0, 

nelle  quali 

>.  =  +  N 


VfW+7W+TW  ' 


ed  N  è  una  forza  di  grandezza  incognita,  diretta  normalmente  alla  superficie  e  che  rap- 
presenta la  resistenza  della  superficie  medesima. 

Dalle  equazioni  (i)  si  passa,  come  è  noto,  alla 

t(*"  +  ?'  +  t")  =  /(**'  +  Ty'  +  Ztfit  +  H, 

essendo  H  una  costante. 


*)  Richelot,  Bemerkung  ùber  einen  Fall  der  Bewegung  iines  Systems  voti  materiellen  Puncten 
[Journal  fùr  die  reinc  unii  angewanJte  Mathcmatik,  t.  XL  (1850),  pp.  178-182]. 

'*)  Jacobi,  De  motti  piateti  sin^ularis  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Matheraatik,  t.  XXIV 
(1842),  pp.  5-27]. 
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Si  ritengano  ora  le  x,  y,  ^  funzioni  di  due  quantità  ;;,  v,  parametri  variabili  di 
due  superficie,  le  quali  colle  loro  comuni  intersezioni  colla  superfìcie  data  determinano 
due  sistemi  di  linee  esistenti  nella  medesima,  per  l'uno  dei  quali  sistemi  «  =  cost.,  e 
per  l'altro  v  =  cost.  Ritenuto  inoltre  che  le  linee  di  un  sistema  sieno  ortogonali  alle 
linee  dell'altro,  ponendo  secondo  le  notazioni  di  Gauss  *) 

la  equazione  superiore  si  trasformerà  nella 

\(Eu'*-\-  Gv'*)=  [{PfE.u'  +  Q\'G.v')dt-\-  H, 

essendo  P,  Q  le  componenti,  dirette  secondo  le  tangenti  le  linee  v  =  cost.,  u  =  cost., 
della  risultante  di  tutte  le  forze  acceleratrici  agenti  sul  mobile.  Suppongasi  abbia  luogo 
il  principio  delle  forze  vive,  talché  sia 

(2)  f{P\?E.u'  +  QYG.v')dt=  U(u,  v), 

e  si  avranno  le 

PYE  =  ^-,    Q\/G  =  ^, 

du  dv 

4(£V2-f  Gv")  =  U '  +  H, 

e  le  espressioni  it'l'E,  v'yG  rappresenteranno  le  componenti  secondo  le  tangenti  alle 
linee  v  =  cost.,  u  =  cost.  della  velocità  che  ha  il  mobile  alla  fine  del  tempo  t. 

3.  Indicando   con   T  la   semisomma  delle   forze  vive,  alle   formole  (i)   si  ponno 
sostituire  le 
w  jàT  dT 

AlL  _  ÌZ  _  dV  —         _^L  _  ^Z  _  ÌE  - 

dt  du        du  '        di         dv         dv  ~     ' 

ammessa  la  sussistenza  della  equazione  (2).  Queste  sono  le  formole  date  da  Lagrange 
nella  Sezione  IV  della  seconda  parte  della  Mécanique  analytique  ;  nel  caso  poi  del  moto 
di  un  punto  sopra  una  superfìcie,  essendo   2"  —  ^-(£V2-f~  Gv'2),  le  medesime  si  mu- 


*)  Gauss,  Disquisitiones  generale!  circa  superficie;  curvas.  [Commentationes  recentiores  Societatis 
Regia;  Scientiarum  Gottingensis,  t.  VI  (1823-1827),  pp.  99-146;  riprodotto  in  Nouvelles  Annales  de 
mathématiques,  t.  XI  (1852),  pp.  195-252]. 

tomo  III.  41 
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tano  nelle 
(4) 


dEu' 


i   /dE   ,t  ,  dG  ,2\      dU 
2  \du         '    du       )       du 


dt 

dGv' i_(dE_   ,2      dG   „\       dU 

di  2   \dv         '    dv       /        dv 


=  o. 


Jacobi  ha  dimostrato  che  le  forinole  ordinarie  (i)  pel  moto  di  un  punto  sopra 
una  superficie  si  ponno  ridurre  alla  forma  assegnata  da  Hamilton  alle  equazioni  pel 
moto  di  un  sistema  libero.  Queste  formole,  utili  nella  trattazione  di  alcuni  problemi, 
si  ponno  dedurre  dalle  superiori  (3)  di  Lagrange  nel  modo  seguente. 

Pongasi 

dT  dT 

e  da  queste  equazioni,  le  quali  sono  lineari  rispetto  ad  u' ',  v',  si  ricavino  i  valori  di 
u',  v'  in  funzione  di  p  e  di  q  ;  quindi  si  sostituiscano  questi  valori  nella  funzione  T, 
la  quale  potrà  così  considerarsi  come  una  funzione  delle  u,  v,  p,  q.  Dunque  la  T  che 
è  funzione  delle  u,  v,  u',  v',  ammesse  le  equazioni  superiori,  potrà  ritenersi  funzione 
delle  u,  v,  p,  q. 
Ora  si  ha 

r  =  4(E«'*+  Gif"), 
ossia 

T  =  pu'  -f-  qv'  —  T. 

Suppongasi  la  T  nel  primo  membro  funzione  delle  u,  v,  u'  v',  e  la  T  nel  se- 
condo membro  funzione  delle  u,  v,  p,  q,  e  derivando  l'equazione  superiore  rispetto  a 
/  si  avrà,  dopo  una  riduzione  : 

(dT\    ,   .    /dT\   ,        ,   ,   ,     ,   ,       dT    ,       dT   ,       dT    ,       dT   , 

Ur)M  +\-dir)v  =pn  +qv  -"^r"  ~^rv  ~wp  ~Wq' 

essendo   I  -3 —  I  ,  I  -5—  I  le  derivate  della   T  rispetto  alle  u,  v,   quando  si  supponga 

la   T  funzione  delle  u,  v,  a',  v'. 

Da  quest'ultima  equazione  si  hanno  le 

dT _    ,      dT _   ,      (dT\        _ar       (dT\  dT 

dp  '       dq  '      \d u  l  du    '      \dv /  dv    ' 

per  le  quali  le  formole  (3)  riduconsi  alle 

_  d(U-T)  _  8(17-  T) 

P   -  du  '  q   ~  dv 
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e  queste,  insieme  alle  due 

dT  _    ,  dT  _    , 

dp    ~ " '  dq    ~  V  ' 

sono  le  quattro  forinole  richieste. 

4.  Dalle  equazioni  (4)  si  passa  facilmente  alle 

»   ,   ,    e.   „         1   /df    -   ,  5G    ,A    .   3  £7 

t  u  -\-  tu    =  —  I  3—  u  '  4-  ^—  v     )  4-  -s—  , 
1  2  \  d  <t         '    8  u       /    '    ò  h 

G  x>   -4-  G  x;     =  •*—  I  -s—  u    4-  -^—  x>     1 4-  -3— 
1  2   \8x>  'di-       /    '    dv 


„       dE    ,    .   dE    ,  _,       dG    ,    .   dG  , 

t   =  3—  u  4-^-— x»,  G   =-3—  u   4-  ^-—  x/', 

d;«  dx;  d/<         '    dx/ 

per  cui,  sostituendo  e  riducendo,  si  avranno  le 

(  du'fE  _  _j/_  (dG    ,       d£    A 

\       di       ~~  2l/£  \d«  W         dv  "  /  +     ' 

J  di-YG  »'    /d£    ,       dG    ,\    ,    _ 

Si  indichi  con  w  l'angolo  che  il  raggio  del  circolo  osculatore  la  linea  v  =  cost.  nel 
punto  di  coordinate  u,  v  fa  colla  tangente  nello  stesso  punto  alla  u  =  cost.,  e  con  p 
il  raggio  del  circolo  osculatore  medesimo.  Si  avrà,  come  è  noto  : 

d£  dG_ 

1     dv  cos  a*  ,        ,  1      d u  cos  w 


2  EfG  P  2  G)/£  P,      ' 

essendo  le  (.)_,  pt ,  rispetto  alla  linea  u  =  cost.  ciò  che  sono  le  o>,  p  rispetto  alla  linea 
v  =  cost.  Alle  equazioni  superiori  si  potranno  quindi  sostituire  le 

(  d-^  =  v>Mc^v'YG- !™u'Ye)  +  P, 
(6)  dt  \Pl  ?  J 

I    dv'VG  /-/cosw         ,-        costo        /7>\ 

Chiamisi  0  l'angolo  che  la  traiettoria  sulla   superficie  fa   colla  linea  u  =  cost.  ed 
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s  l'arco  percorso  nel  tempo  t,  sussisteranno  le  due  equazioni 

v'  \ ' G  =  5'  cos  0,  u'  YE  =  s'  sen  8, 

per  i  quali  valori  le  equazioni  superiori  si  trasformano  nelle 

fi      I         t  fi      fi'  '2  fi/COSfc\  fi  C0SW  fi\      I       D 

s    sen  9-4-5  cos  9.9  —  s    cos  9  I '-  cos  9 sen  9  I  -4-  r, 

VP,  P  / 

oc,,         ,2        fi/cosw         h        coso.  \ 

.  9  .  8  =  *    sen  9  I sen  0  — =  cos  9  I  4-  Q. 

VP  P,  / 


s  sen 


Queste  equazioni  moltiplicate  ordinatamente  per  sen  9,  cos  8,  quindi  sommate,  danno 

(7)  s"  =  Psen6+  Ocos8; 
e  moltiplicate  per  cos  6  e  sen  6  e  poi  sottratte  danno 

,_»  d8        cosw,        „       cosw        „    ,      Pcos8 — Q  sen  8 

(8)  -5—  = '-  cos  8  —  - — -  sen  8  -4 — -== . 

v  J  ds  p,  p  s 

Quest'ultima  equazione  può  ridursi  ad  una  forma  assai  più  semplice.  Infatti  chiamando 
r  il  raggio  di  contingenza  geodetica  della  linea  descritta  dal  mobile,  vale  a  dire  il  raggio 
del  circolo  osculatore  della  linea  piana  nella  quale  si  trasfigurerebbe  la  trajettoria,  con- 
siderata come  linea  di  contatto  fra  la  superficie  data  ed  una  superficie  sviluppabile,  al- 
lorquando quest'ultima  si  distendesse  in  un  piano,  si  ha  come  è  noto  : 

1  ^8         /cos  w,        .        cos  &)         ,,\ 

- —  =  — F I '-  cos  9 sen  9  1  , 

r         ds        \    f,  p  / 

per  cui  l'equazione  superiore  diventa  la 

I  P  cos  6  —  <2  sen  8 

r  s'2  ' 

dalla  quale 

(9)  PcosS—  2sen8  =  —  . 

Le  equazioni  (7),  (9)  tengono  luogo  delle  (6)  e  quindi  delle  (4).  Ora  osservisi  essere 
P  sen  9  -J-  Q  cos  9  la  componente  diretta  secondo  la  tangente  alla  trajettoria  della  ri- 
sultante di  tutte  le  forze  sollecitanti  il  mobile,  e  P  cos  9  —  Q  sen  9  la  componente  della 
forza  medesima  diretta  secondo  la  tangente  alla  trajettoria  ortogonale  della  linea  de- 
scritta dal  mobile.  È  evidente  l'analogia  fra  le  formole  (7),  (9)  e  quelle  che  si  danno 
comunemente    per   le  questioni  di   moto  di    un  punto  sopra    una  linea.    Dalla    (9),  se 
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P  =  0,  2  =  0,  oppure  P  cos  6  —  Q  sen  0  =  o,  si  ha  r  ==  oo ,  cioè  la  linea  descritta 
dal  mobile  è  geodetica.  Dalla  equazione  medesima,  se  Pcos6  —  0sen9  =  ks'1,  k  co- 
stante, si  ha  r  =  -j-  j  cioè  la  linea  descritta  dal  mobile  sarà  della  famiglia  di  quelle 
della  massima  o  minima  area  fra  le  isoperimetre. 

5.  La  equazione  (8)  può  porsi  sotto  una  forma  che  prestasi  facilmente  all'integra- 
zione in  alcuni  casi.  Infatti,  rammentati  i  valori  di  , ,  si  passa  da  quella 

P  P, 

alla  seguente 


ds 


4/WF,        cos2  6/   1    dG   ,    .    PtfE\        sen2  6/   1    dE   ,    .    QYG\ 
VEG  =  ~1T\-IG^S  +  — )--?-(*£  di'  +^^)' 

e  da  questa,  richiamati  i  valori  di  sen  0,  cos  6,  alla 

n      .db         2ftri   dG  ,         1        du~\du 

sen  tì  cos  fi  -r-  =  cos  0    — -=r  -=r 7Tr- — ^-  ^—    -=- 

di  |_2  G  du         2{U  -{-  H)  du  _\  ds 

,  f  rj_  8£  1       curi  dw 

Sen      \_2E    dv  +  2(U+H)    dv]  ds   ' 
per  essere 

s'2  =  2(U+H). 

Moltiplicando    i  termini    dell'equazione   superiore  per    2  G  £(  U  -}-  //),  la  risultante  si 
riduce  alla 

(  2  G £(£/+#) sen  6  cos 6 ^5^- 

(io)  < 

)        e      2,dG(U+H)du        .       lfi8£(tf+JJ)dt/ 

I  =■  E  cos  tì ^r— ! *  -= G  sen  9 ^— ! ^—  , 

1  d(t  a;  dv  ds 

la  quale  evidentemente  è  l'equazione  della  trajettoria. 

Si  indichi  con  /  una  funzione  di  u  e  di  v,  e  suppongasi  essere 

G  =  X<p(fl),         £  =  *+(»); 

l'ultima  equazione  trovata,  dopo  alcune  riduzioni,  mutasi  nella 

2I   f/4-  H)  sen  0  cos  6 -=—  =  cos  9 ^^ J-  -= sen  0 ^— ! J-  —  . 

ds  du  ds  dv  ds 

Dalla  forma  di  questa  equazione  apparisce  subito  che,  ogni  qualvolta  risulti 

\(U+H)=f(u)-F(v), 
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la  equazione  stessa  potrà  integrarsi.  Infatti  essa  riducesi  alla 

2  [/(")  —  F 00]  sen  0  cos  6 f|i  =  cos2  8/  («) ^  +  sen2  0  F  (v)~  , 

che  integrata  dà 

(11)  /(»)  cos2  e  -f-  F(v)  sen2  0  =  A, 

essendo  A  costante,  e  quest'ultima  è  l'equazione  della  trajettoria  alle  derivate  del  primo 
ordine.  Nel  caso  considerato  più  sopra  sono  compresi  tutti  quelli  trattati  dal  sig.  Liou- 
ville  nella  Memoria  citata,  la  forinola  cui  siamo  giunti  coincide  perfettamente  colle 
sue  in  quei  casi  particolari. 

Per  applicare  le  forinole  trovate  a  qualche  esempio,  supponiamo  che  la  superficie 
sulla  quale  muovesi  il  punto  materiale  sia  rappresentata  dalla  equazione 

*'       _l    Jl l       *'       _  j 


ì2  —  a2    '    t2  —  b2'    f  —  e 
e  le  superficie  a  parametri  variabili  dalle 


--  +  =r^=«, 


a2  —  a2        u2  —  b2       u2  —  e 

-^->+-X1>+-J-?=i. 

v  —  a        v  —  b         v   —  e 

Queste  equazioni  danno 

,  _  (f  —  a2)(u2  —  a2)(v2  —  a2) 
(a2-b2)(a2-c2)         ' 

Q2  -  b2)(u2  -  b2)(v2  -  b2)  _  Q2-c2)(u2-c2)(v2-c2) 

y   -  Q,2  —  a2)Q>2  —  e2)  '     \  ~  (e2  —  a2)(c2  -  b2) 

e  quindi 

P  _  u2(t2  —  ii2)(v2  —  «')  _  v2  (;2  —  v2)  (k2  —  v2) 

~  (u2  —  a2)  (ti2  —  b2)(u2  —  e2)  '  —  (v2  —  a2)(v2  —  b2)(v2  —  e2)'' 

Per  cui,  se  avrà  luogo  la 

U+H=m-F(v) 

V     —   ti 

la  equazione  della  trajettoria  sarà  la  (11),  essendo  1  =  v2  —  ti2. 

Suppongasi   che  il   sistema  di  linee    per  le  quali  v  =  cost.    sieno   geodetiche  ;  as- 
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sumendo,  come  si  fa  comunemente,  pel  parametro  ti  la  lunghezza  di  un  arco  delle 
linee  medesime  si  avrà  E  =  i,  per  cui  se  ritiensi  anche  essere  G  ed  U  funzioni  della 
sola  variabile  ti,  la  equazione  (io)  darà 

2  G  (  U  4-  H)  sen  9  cos  tì  -p-  =  cos  o ^-p- ! -j-  , 

K       '        *  ds  du  ds 

che  integrata  conduce  alla 

Gcos2°  =  -tT+l?' 
k  costante.  Se   U  =  o,  e  quindi  la  linea  descritta  dal  mobile  sia  geodetica,  si  ha 

fi  A 

cos  0  =  -=-  , 

VG 
proprietà  notissima  pel  caso  delle  superficie  di  rotazione. 

6.  Le  circostanze  del  moto  di  un  punto  materiale  sopra  una  superficie  nelle  ipotesi 
ammesse  qui  sopra,  si  deducono  completamente  dalle  equazioni  (5).  Verremo  così  ad 
estendere  ad  una  superficie  qualunque  un  teorema  dimostrato  dal  sig.  Jacobi  per  le 
sole  superficie  di  rotazione  *).  Dalle  (5)  si  hanno  le  equazioni 

1  .zdG       D 

2  a  11 

dv'fG  _  1       ,   ,d_G 

di  2fG         du' 

La  seconda  di  queste  integrata  dà 

(12)  Gv'  =  a, 

a  costante  arbitraria.  Per  questo  valore  la  prima  equazione  diventa 

r     \                                                   a          ^    d  G        _ 
(x3)  u      =  —rl-j \-  P> 

K  JJ  2  G    du    ' 

dalla  quale  integrando 


»•  =  \/>fr"  -  i 


*)  Jacobi,  Memoria  citata. 
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e  quindi 

Al 

du 


e 

(14)  i+a=  e      *  ==-du. 

J  Wpdu-^ 

Ma  dalla  (12)  si  ha 

dv  _   a     dt 
d u         G  du  ' 

per  cui  si  avrà  anche  la 


(15)  v  +  B  = 


1    !  =^-du. 

J    G]/2fpdu-^ 


Le  equazioni  (14),  (15)  sono  le  soluzioni  del  problema;  la  (14)  avendo  origine  dalla 
(13)  ci  porge  il  tempo  impiegato  dal  mobile  a  percorrere  l'arco  di  geodetica  per  la 
quale  v  =  cost.,  e  la  (15)  ci  fa  conoscere  la  posizione  della  geodetica  medesima  rispetto 
ad  una  fissa. 

Supponiamo  che  la  superficie  sia  di  rotazione,  i  meridiani  saranno  le  linee  geo- 
detiche, i  paralleli  le  trajettorie  ortogonali.  Riteniamo  essere  l'asse  delle  x  quello  della 
superficie,  ed  indichiamo  con  r  il  raggio  del  parallelo  corrispondente  al  punto  di  coor- 
dinate x,  y,  X.  della  superficie;  e  sia  x  =  o(r)  la  equazione  di  un  meridiano  qualunque. 
Chiamisi  v  l'angolo  che  il  meridiano,  corrispondente  al  punto  in  cui  trovasi  il  mobile 
alla  fine  del  tempo  t,  fa  con  un  meridiano  fisso,  che  supporremo  coincidere  col  piano 
delle  xi;  e  sia  u  l'arco  di  quel  meridiano.  Saranno  y  =  rsenv,  %  =  r  cos  v  ;  quindi 
E  =  1,  G  =  r2,  e  le  equazioni  (14),  (15)  diverranno 

t  +  A  =      !  —  du, 


w-j-5  = 

od  anche 


f ' 

J  'M»—7 
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t  +  A  = 


J  }/  .fu.-} 


le  quali  sono  le  formole  trovate  direttamente  dal  sig.  Jacobi. 

7.  Supponiamo  l'asse  della  superfìcie  di  rotazione  essere  verticale,  ed  agire  sul 
punto  materiale  la  sola  gravità.  Sarà  P  =  g-j—  ,  e  quindi  per  una  delle  superiori  equa- 
zioni : 

dv   a 

du  ~~  r  Vr*(2gx-\-  2{1)  —  a2  ' 

(J  costante  introdotta  dalla  integrazione.  A  determinare  le  costanti  oc,  3  si  osservi  che, 
se  con  k  indicasi  la  velocità  iniziale,  con  9  l'angolo  che  la  direzione  della  medesima 
forma  colla  sua  projezione  sul  meridiano  che  passa  pel  punto  della  superficie  in  cui 
trovasi  il  mobile  al  principio  del  tempo;  il  valore  di  rv'  corrispondente  a  t  =  o  sarà 
i  sen  6  ;  e  quindi  chiamando  d  il  valore  di  x  corrispondente  a  /  =  o,  si  avrà  : 

(r*v'\  =  ty(d)ksen% 

talché  per  la  (12)  sarà 

x  =  if(d)  k  sen  % 

essendo  r  =  A  (.v)  il  valore  di  r  ricavato  dalla  x  =  o  (r). 
Cosi  dalla  (13)  o  daDa  susseguente  si  ha: 

k1  cos2  B  =  2gà-\-  2p  —  V  sen2  6, 
e  quindi 

2p  =  kz  —  tgd. 

Questi  valori  posti  nella  equazione  superiore  danno  : 

d  v  _  4  00  ^  sen  ^ 


<*»         r  ]/r2[2S{x  —  d)  +  fc2]  —  f  (d)*2sen26   ' 
e,  siccome  dalla  equazione  x  =  9  (r)  si  è  dedotta  la  r  =  i|i  (jc),  sarà  anche 

<K<0  *  sen  ft  ^ 
(17) 


d  x        9  0)  f/9 2  (x)  [2  g  (x  —  d)  +  k2]  —  9 2  (d)  **  sen2  6 
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Sia 


*   </rr 


la  superfìcie  sarà  un  ellissoide  di  rotazione,  e  si  avrà 


,  „.      dv         a  jV  —  d1 .  k  sen  0  \ 'a2  4-  e2  x 


b      (a2  —  x2)  V(a2  —  x2)  [2  g  (x  —  d)  -j-  k2]  —  (a2  —  d2)  k2  sen2  0  ' 

1                 ,       b2  —  a2 
avendo  posto  e   = -2 —  . 

Nella  Sezione  VILI  della  seconda  parte  della  Mécanique  analytique,  Lagrange  ha 
dimostrato  che,  allorquando  un  punto  pesante  si  muove  sopra  una  sfera,  la  curva  che 
esso  descrive  presenta  una  serie  di  punti  le  di  cui  ordinate  verticali  sono  alternativa- 
mente massime  o  minime.  Questa  proprietà,  la  quale  formò  anche  argomento  ad  una 
nota  del  sig.  Puiseux  *),  può  venire  estesa  ad  un  gran  numero  di  casi  mercè  delle 
formole  trovate. 

Considerando  la  equazione  (18)  è  facile  il  concepire  che  i  valori  della  x,  i  quali 
annulleranno  il  denominatore  nel  secondo  membro  della  medesima  senza  annullare  il 
numeratore,  corrisponderanno  alle  ordinate  massime  o  minime  dei  punti  della  linea  de- 
scritta dal  mobile.  Ora  questi  valori  della  x  esistono  effettivamente,  giacché,  facendo  nel 
polinomio  sotto  il  segno  radicale  x  =  —  00  ,  x  =  —  a,  x  =  d,  x  =  a,  i  risultati  sono 
positivo,  negativo,  positivo  e  negativo;  talché  la  equazione  risultante  dall'eguagliare  a 
zero  quel  polinomio  ammette  tre  radici  reali.  Anzi  se  indicansi  con  m  ed  n  i  valori, 
ordinatamente  compresi  fra  a  e  d  e  fra  d  e  —  a,  che  soddisfanno  alla  detta  equazione, 
sarà  m  il  valore  massimo  di  x,  n  il  valore  minimo. 

Quanto  si  è  detto  partendo  dall'equazione  (18)  intorno  alla  linea  descritta  da  un 
grave  sopra  l'ellissoide  di  rotazione,  evidentemente,  osservando  alla  forma  della  (17), 
potrà  valere  per  un  grandissimo  numero  di  altri  casi;  ed  inoltre  la  proprietà  può  ve- 
rificarsi anco  in  altre  ipotesi  sulla  natura  della  forza  agente,  il  che  facilmente  provasi 
in  molti  casi  particolari,  usando  della  seconda  delle  equazioni  (16). 

[Pa.],  [G.]. 


*)  Puiseux,  Sur  U  mouvemtnt  d'un  point  matèrici  pisani  sur  une  sphert  [Journal  de  raathématiques 
purcs  et  appliquées,  t.  VII  (1842),  pp.  517-520]. 


CXXVII. 

SUI  CRITERJ  DI  INTEGRABILITÀ  DELLE  FUNZIONI, 
E  SULLE  EQUAZIONI  ISOPER1METRICHE. 


Memorie  di  Matematica  e  di  Fisica  della  Società  italiana  delle  scienze  residente  in  Modena, 
tomo  XXV,  parte  2a  (t8ss)>  PP-  205-213  ')• 


I  caratteri  generali  dai  quali  si  possa  desumere,  se  una  funzione  alle  derivate  del- 
ì'nm0  ordine 

VQ,  x,  x',  x",  ...  ,  xM) 

sia  derivata  esatta  di  una  funzione   alle   derivate  dell'ordine  n  — i,  si  hanno,  come  è 
noto,  dalla  equazione 

dv     /dry,  /dvy  .,     v/dP\w    „ 

ed  è  anche  noto  come  le  equazioni  isoperimetriche  conducano  ad  equazioni  di    questa 
forma. 

Lagrange  nella  21 a  delle  Lecons  sur  le  calcili  des  fonciions,  dopo  aver  ritrovata 
la  equazione  superiore,  dimostra  come  la  equazione  analoga,  pel  caso  in  cui  nella  fun- 
zione proposta  la  derivata  d'ordine  più  alto  fosse  la  x",  decompongasi  in  due  equazioni 
più  semplici;  ed  aggiunge  potersi  provare  come  in  generale  la  equazione  (1)  sia  de- 


*)  [Presentata  dal   socio  Cavaliere  Antonio  Bordoni;  approvata   dal    socio  Giuseppe  Bianchi; 
ricevuta  il  di  22  dicembre  1853]. 
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componibile  in  n  equazioni,  le  quali  devono  tutte  verificarsi   identicamente  allorquando 
la  funzione  sia  una  derivata  esatta. 

Questa  importante  decomposizione,  indicata  da  Lagrange  solamente  come  possi- 
bile, venne  effettuata  dal  ch.m0  prof.  Bordoni  in  una  delle  sue  Lezioni  di  calcolo  su- 
blime *),  nella  quale  si  rinvengono  trovate  assai  semplicemente  le  n  equazioni  da  sosti- 
tuirsi alla  (i).  Nella  medesima  lezione,  l'Autore  osserva  che  quelle  n  equazioni  non  sa- 
ranno essenzialmente  differenti  fra  loro,  e,  considerando  il  caso  in  cui  la  funzione  proposta 
sia  alle  derivate  del  terzo  ordine,  dimostra  che  delle  tre  equazioni  che  si  ottengono  dalla 
(i)  due  sole  sono  essenzialmente  differenti  fra  loro.  In  progresso  di  tempo  i  geometri 
Raabe  e  Joachimsthal  giunsero  per  vie  differenti  a  quella  decomposizione,  e  dimostra- 
rono che  delle  n  equazioni,  che  ne  risultano,  le  essenzialmente  differenti  sarebbero 1- 1 

od  — — —  secondo  che  n  è  pari  o  dispari  **). 

In  questa  nota,  partendo  dalle  f or  mole  del  prof.  Bordoni,  determiniamo  quelle 
equazioni  che,  essendo  essenzialmente  differenti  fra  loro,  sono  i  veri  criterj  per  l'inte- 
grabilità della  funzione  proposta,  ed  il  metodo  adoperato  ci  condurrà  ad  altre  equazioni, 
le  quali  si  ponno  assumere  come  criterj  di  integrabilità,  e  che  in  moltissimi  casi  parti- 
colari saranno  più  semplici  delle  prime.  Dimostriamo  in  seguito  come  una  analoga  de- 
composizione eseguita  sulle  equazioni  isoperimetriche  conduca  ad  un  interessante  risultato 
ottenuto  recentemente  dal  sig.  Ostrogradsky,  pel  quale  risultato  l'integrazione  di  quelle 
equazioni  è  ridotta  a  quella  di  equazioni  alle  derivate  del  primo  ordine;  affatto  analo- 
gamente a  quanto  già  fecero  Hamilton  e  Jacobi  per  le  equazioni  della  dinamica. 

La  funzione   V  supposta  derivata  esatta  dovrà  essere  della  forma 

V  =  q  +  x"p, 

essendo  q,  p  funzioni  delle  sole  /,  .v,  x',  . . .  ,  x{H~'] .   Questo   valore   di    V   riduce  la 
(i)  alla 

°°         P  W-+*^r77       +         ±lc^  +  -X    Tx)~°- 

Si  pongano  le  seguenti  denominazioni: 


*)  Antonio  Bordoni,  Legioni  di  calcolo  sublime,  Milano,  183 1,  tomo  I,  pag   407. 

**)  Raabe,  Uiber  die  Attraili  und  die  Form  der  Beiingungsgleichungen  etc.  (Journal  fùr  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXI  (1846),  pp.  181-212]. — Joachimsthal,  l'eber  die  Balingung  der 
Integrabilitàt  [Ibid.,  t.  XXXIII  (1846),  pp.  95-1161. 
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dq 


dq 


P^t,  x,  x', . . . ,  x{n-2)y  =p2ì 


(3) 


^  - Pn-*0,  *>  x, ...,  x{-2,y  =  p_, , 


dq 
dx 


nelle  quali  col  simbolo 


-  P.-t  (',  *>  x',  ...,  .V"-21)'  =  P„ , 


pt{t,  x,  x',  ...,  *«-")' 


intendesi  rappresentare  la  derivata  della  funzione  composta  pf  rispetto  alla  /  contenuta 
nelle  componenti  /,  x,  x',  . . .  ,  x{n~2> .  Osservando  essere 


P'  =  P  Q>  x,  x',  ...  ,  x("-2))'  +  -*" 


dx1"-'1 


(4) 


p\ = p,o>  x>  x'>  •  •  •  >  x{"~2,y  + * 


■n)        dP> 


dx1"" 


.<«-■)  ' 


la  equazione  (2)  si  trasformerà  nella 
dp  dp,    x       "X"-2' 


[( 


^    _  _dp±\  K(.,7M,_  [7_i£_  _  _1K\  *<«>T3+ 

dx{-2)        dx"-'")'    J  L\5.V"-;)        dx'"-'*)'    j      _r 

i_  (dp         dp„  ,  \    M    ,    „ 

\a*     a*'-"/ 


la  quale,  dovendo  essere  identica  allorquando  la   V  sia  derivata  esatta,  dà  luogo  alle 


dp  dp, 


(5) 


dx'"  2)        8x"  '' 


0, 


dp  dp2 


d  x{" 


a*1"-1 


dp         dp.  , 

a.v     dx°'-i)  r" 


Queste  sono  le  n  equazioni   trovate  dal   prof.    Bordoni,   le   quali  si   ponno   sostituire 
alla  (1). 
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Le  equazioni  (3),  osservate  le  (4),  (5),  si  trasformano  nelle 

dV 


(0 


p'  +  p,  = 

p\  +  Pi  = 


/>:_, + />._,  = 


a*1-"  ' 
ar 

dV 


dx'  ' 

e  da  queste,  indicando  con  r  un  numero   qualunque  fra  quelli  della  serie  1,  2,  3,  ...  n, 
si  ottengono  le  seguenti  : 


àp, 


ap 


a*1-'- 


a2r 


(7) 


dx{n-        dx,"-2,ax< 
_a2r 

21  ~~  dx{"- 


dx("-2)       dxln-r+"dxin-2) 


(   dpt    y       a/>, 

/  ai,-,  Y      a^-» 
W~7 

W-'  7 


a*1-" 


Rappresentando  per  brevità  col  simbolo  ^ov  il  binomio 

a/>„  dpr 

le  equazioni  (5)  si  potranno  scrivere 

(8)  ^0>i  =  o,         A01  —  0,         ...         -<40>„_,  =  0,        />„  =  o, 

e  sostituendo  nell'ultima  delle  equazioni  (7)  il  valore  di  — "r~"    dato  dalla  penultima, 

a  x{n~2) 

e  quindi  quello  di  — ^-  dato  dalla  terz'ultima,  e  così  via;  supponendo   essere  r  un 
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numero  pari,  si  giunge  alla 

(9)     -<;=<,_-<,_,+<,_ , K-O*-^  i+I-(-l)f^_,,  f- 

Analogamente  col  mezzo  delle  equazioni  (7)  si  ottengono  le 

/  —    A,T->    =    <M   +   4,,,-!   » 

-  jm_4  =  <;_4  +  3  <f_3  +  3  <,_,  +  4,.,-  > 


(io) 


K  J  T-I>    1  °'  T  2  °'  T"1"1  2.4  '  T+2 


\  •        ~     2      °-r-2  '     °'r-' 

Sostituendo  questi  valori  nella  (9)  si  arriva  facilmente  alla 

Aor+s.<ri+ r±^.A'ot  a + r(r  ~ 2)(;  -  4Vf_,  +  •  •  • 

•    2  *       2.4  2.4-6 

nella  quale  fatto  r  =  2,  4,  6,  ...  si  ottengono  altre  equazioni   analoghe.    È   evidente 
che,  supposto 

A0>T_,  =  Aor_^  =  Aor_s  =  •  •  •=  ^0J  =  ^0iI  =  o, 

quelle  equazioni  renderanno  nulle  anche  le  espressioni 

A0r,         Aor_2,     ...     Aoa,         A02; 

quindi  le  effettive  condizioni  per  l'integrabilità  saranno  le 

(    Pn   ~  °>  -^0,1   =  -^0,3  =    •  •  "    =  ^o,„_2  =  °> 

(11)  (   ovvero 

'  pn  =  0,         ^0jl  =  Ao>}  =  ■  ■  ■  —  Aon_J  =  0, 
secondo  che  n  sarà  dispari  o  pari  ;  giacché,  soddisfatte  queste,  lo  sono  tutte  le  (8).  Quindi 
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se  «  è  dispari    saranno  in  numero  — — —  le  equazioni  a  soddisfarsi,    e   se  «  è   pari 

n     i 
saranno  in  numero \-  i. 

2       ' 

Se  nell'ultima  delle  equazioni  (io)  poniamo  r  =  s  -f-  i  (quindi  5  numero  dispari), 
si  ottiene  la  seguente 


<,_,+ 


'A' ^±  +  ^02i2.  +  (-1)2  '^jt.       £^  =  0. 

Ne  deriva  che  si  potranno  assumere  come  criterj  di  integrabilità  le  equazioni 

Pn  =  °»  ^o,l  =  °>  ^,,  =  0,  ^2  .  =  0, 

^4n_i     b+i  =  o  od  An_t    n  =  o,  secondo  che  »  è  dispari  o  pari. 

Queste  equazioni  potranno  in  alcuni  casi  particolari  sostituirsi  alle  (il)  con  qualche 
vantaggio. 

Si  indichi  con 

m     if-(i|y+(i|)"--+(-o-(^)'=o 

una  equazione  isoperimetrica,  e  supponiamo  la  r  possa  assumere  i  valori  i,  2,  3,  ...  m. 
Posto 

dv      1  dv  y  .        ,  /dry-*- " 

si  ha  evidentemente  il  gruppo  di  equazioni  analoghe  alle  (6)  : 

dV 


?r.._, 


03) 


a*';" 

ar 

a*'-" 

ar 


?r.,   +  ?,,o 


?-., 


ar 
a  a.-; 

ar 
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Se  queste  equazioni   vengono   ordinatamente   moltiplicate    per   x1"*'1* ,  x(r"' ,  . . .  x'T  e  si 
sommano  le  equazioni  che  ne  risultano  membro  per  membro,  si  ottiene  la 

2:  (*—.  *?  +  9r^rl)  +  •  •  •  +  *vxy  =  v  -  *£ , 

e  posto 

v  —  t  =  e, 

si  ha 

La  equazione  (12)  è  alle  derivate  dell'ordine  211,  quindi  il  primo  membro  di  essa  con- 
terrà in  generale  le 

xr ,         x'r ,         x"  ,   . . .  ,  x(r2n_l1 . 

Se  queste  quantità  si  considerano  quali  incognite,  sarà  211111  il  numero  delle  incognite 
contenute  nelle  in  equazioni  analoghe  alla  (12).  Sostituiamo  alle  mn  incognite 

„<»>  t«+I)  „<«■-«) 

S-r       ,  Ar  ,     .   .    .    ,     Ar 

le  quantità 

?r,  —  I  »  ?r,„_2  »     •  •  •    »    ?r,0  » 

talché  si  considerino  le  2  m  n  quantità 

(H)  Xr,  K>  X"r,     ...    ,    X';-'1,  ^,  ?r,„_2  »     •  •  •    .     ?r,o 

quali  variabili  indipendenti.  Osservando  al  valore  di  8  si  avranno  le  equazioni 

a^_a_r        _3i_iZ_  ae  _  ar 

dx  ~  dx '         óx'-  dx'        ?r'0'         dx"  ~~  dx"        ?r'" 


ae         ar 


?r,„- 


axj."-1'     ax^"-" 
d®  (ni       «3^  r«_ii       a&  ,„_,,  a  9 


dalle  quali,  per  le  equazioni  (1 3),  si  hanno  le 

5?r,0         a  9  3?,,,         a  6  ^  ?,,„-■  db 


Xr, 


dt         dx/  dt         dx''    '"'         dt  dx1"^' 

(15) 

dxr  ao         dx'  ae  ax(*—  '  ae 


di  ^?r,o     '  ^J  d?         '  '  a/  ^?r,u-l 
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Queste  2  m  n  equazioni  alle  derivate  del  primo  ordine  contengono  le  2  m  n  quantità 
(14),  e  le  m  quantità  analoghe  alla  x{"] .  Se  si  eliminano  queste  ultime  col  mezzo  delle 
m  equazioni 

dV 

a  x) 

si  avranno  tante  equazioni  quante  bastano  a  determinare  le  21/1»  incognite  (14).  Le 
equazioni  (15)  sono  dovute  al  sig.  Ostrogradsky;  il  modo  col  quale  vennero  qui  tro- 
vate mostra  come  esse  siano  una  trasformazione  delle  (13),  le  quali  corrispondono  alle 
(6)  nel  caso  in  cui  la  funzione  V  sia  una  derivata  esatta.  L'importanza  di  questa  os- 
servazione si  fa  manifesta  allorquando  si  consideri  il  modo  col  quale  il  sig.  Hamilton 
giunse  ad  integrare  le  equazioni  della  dinamica  poste  sotto  forma  analoga  a  quella  delle 
equazioni  (15). 

Se  supponiamo  V  =  H  -f-  U,  e  riteniamo  H  funzione  omogenea  del  secondo 
grado  rispetto  alle  x'r ,  ed  indipendente  dalle  x",  x'",  . .  .  ,  ed  U  funzione  delle  sole 
xr  ;  la  equazione  (12)  trasformasi  nella 

<">  ,  ^-(H)'=°- 

Inoltre  si  ha  : 


quindi  : 


dV    __  a  H 
dH    , 


o     =  9      _  •••  =0, 


Le  equazioni  (15)  per  questi  valori  danno  le 


U  —  A. 


d?r,0  _         d(A-  U)  dxr  _d(A—  U) 

^ll)  dt     ~  dxr        '  dt    ~~  d?ro       * 

Se  la  A  rappresenta  la  funzione  delle  forze  vive,  e  la  U  la  funzione  delle  forze,  le 
equazioni  (16),  (17)  sono  le  due  forme  assegnate  da  Lagrange  e  da  Hamilton  alle 
equazioni  della  dinamica. 

[Pa.],  [G.]. 


CXXVIII. 

SULLA  BISEZIONE  DELLE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 

DI  PRIMA  SPECIE, 

E  SUL  PROBLEMA  GEOMETRICO  CORRISPONDENTE. 


Atti  delia  R.  Accademia  dei  Lincei,  t.   XXIV  (1S70-71),  pp.  47-48. 


Fra  i  risultati  più  importanti  ottenuti  recentemente  dall'analisi  moderna,  devonsi 
a  buon  dritto  annoverare  quelli,  che  stabiliscono  più  intimi  legami  fra  le  proprietà  geo- 
metriche di  certe  linee  e  superficie  e  quelle  delle  funzioni  trascendenti  iperellittiche  ed 
abeliane  ;  risultati  che  tendono  a  far  sparire  ogni  distinzione  fra  l'Analisi  e  la  Geo- 
metria. 

Sono  note  le  belle  ricerche  del  sig.  Jordan  sui  rapporti  fra  le  ventisette  rette  di 
una  superficie  generale  del  terzo  ordine  ed  il  problema  della  trisezione  delle  funzioni 
iperellittiche  di  prima  specie  ;  rapporti  meglio  determinati  ed  illustrati  dai  lavori  dei 
professori  Clebsch  e  Cremona.  È  pur  noto  come  lo  stesso  problema  della  trisezione 
abbia  il  sig.  Clebsch  fatto  dipendere  da  quello  di  determinare  i  punti  di  comune  in- 
tersezione di  due  curve  piane,  l'una  del  quarto  ordine,  con  un  punto  doppio,  l'altra  spe- 
ciale del  terzo  ordine,  pure  dotata  di  un  punto  doppio. 

Mi  è  grato  oggi  di  potere  esporre,  in  seno  a  questa  celebre  Accademia,  una  nuova 
relazione,  della  natura  di  quelle  che  venni  addietro  accennando.  Trattasi  della  bise- 
zione delle  funzioni  iperellittiche  di  prima  specie,  e  delle  tangenti  doppie  ad  una  curva 
del  quarto  ordine,  dotata  di  un  punto  doppio.  Ognuno  sa  che  l'equazione  della  divi- 
sione per  due  delle  funzioni  iperellittiche  di  prima  specie  è  del  sedicesimo  grado,  e 
che  il  numero  delle  tangenti  doppie,  il  quale  per  la  curva  del  quarto  ordine  è  in  ge- 
nerale di  ventotto,  riducesi  a  sedici,  se  la  curva  stessa  ha  un  punto  doppio.  Ora  la  e- 
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quazione,  colla  quale  si  ottengono  i  punti  di  contatto  di  queste  sedici  tangenti  doppie, 
è  precisamente  la  stessa  che  conduce  alla  determinazione  degli  argomenti  incogniti,  nella 
bisezione  di  quelle  funzioni  iperellittiche. 

Ma  questa  relazione  non  ha  soltanto  un  valore  in  sé  stessa.  In  questo  caso,  come 
in  quello  citato  del  sig.  Clebsch,  il  problema  geometrico  si  presenta  di  trattazione  più 
facile  ed  elegante,  e  sparge  luce  sul  problema  analitico.  Anzi  nel  nostro  caso  il  pro- 
blema geometrico  fu  già  tema,  da  un  altro  punto  di  vista,  alle  meditazioni  dei  dotti, 
e  le  importanti  ricerche  dei  signori  Hesse  e  Salmon,  sulle  tangenti  doppie  delle  curve 
del  quarto  ordine,  ci  forniscono  preziosi  risultati.  ' 

Se  non  che,  essendo  le  curve  del  quarto  ordine  da  noi  considerate  dotate  di  un 
punto  doppio,  la  speciale  forma  della  equazione  che  le  rappresenta  ci  permise  di  fare  un 
passo  più  avanti,  e  di  completare  la  ricerca,  calcolando  sotto  forma  semplice  la  richie- 
sta equazione  del  sedicesimo  grado.  Ad  ottenere  il  qual  risultato,  ci  furono  di  grande 
giovamento  i  recenti  studii  iniziati  dai  signori  Clebsch  e  Gordan,  e  continuati  dai  pro- 
fessori Bessel  ed  Harbordt,  sui  sistemi  simultanei  di  invarianti  e  di  covarianti  delle 
forme  binarie  ;  appunto  perchè,  come  facilmente  si  dimostra,  gli  invarianti  ed  i  cova- 
rianti della  forma  che,  eguagliata  a  zero,  rappresenta  una  curva  del  quarto  ordine,  con 
un  punto  doppio,  sono  funzioni  razionali,  intiere,  degli  invarianti  e  covarianti  simul- 
tanei di  due  forme  binarie,  l'una  del  quarto,  l'altra  del  secondo  ordine. 

Sarebbe  stato  mio  desiderio  di  poter  consegnare  agli  Atti  dell'Accademia  dei  Lin- 
cei, non  solo  questi  brevi  cenni,  ma  la  Memoria  nella  quale  trovansi  dimostrate  e  com- 
mentate le  proprietà  che  venni  esponendo.  Ma  se  le  attuali  mie  occupazioni  non  mi 
permisero  una  redazione  degna  degli  Atti  stessi,  non  posso  muover  lamento,  in  quanto 
che  è  ad  esse  che  io  debbo  l'onore  di  rappresentare  oggi  il  Governo  del  Re  in  que- 
sta adunanza  e  la  soddisfazione  per  me  sempre  gradita  di  trovarmi  fra  uomini,  che  alla 
scienza  dedicarono  la  loro  esistenza. 

4  dicembre  1870. 

[Pa.]. 


CXXIX. 

LA  DETERMINAZIONE  ANALITICA  DI  ALCUNE  SINGOLARITÀ 
DELLE  CURVE  PIANE. 

(Riassunto). 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  2a,  tomo  II,  (1874-75),  pp.  XLIV-XLVI. 


Le  ricerche  intorno  le  singolarità  delle  curve  piane  considerate  dal  punto  di  vista 
analitico  possono  dare  luogo  a  tre  procedimenti,  i  quali  per  quanto  intimamente  legati 
fra  loro  pure  differiscono  essenzialmente  non  solo  rispetto  ai  mezzi  analitici  speciali  a 
ciascuno  di  essi,  ma  altresì  per  le  relazioni  esistenti  fra  i  medesimi  ed  altri  problemi 
di  Analisi. 

Un  primo  procedimento  consiste,  come  è  noto,  nella  determinazione  analitica  della 
curva  di  cui  i  punti  di  intersezione  colla  data  corrispondono  a  quei  punti  singolari  di 
questa  dei  quali  erasi  proposto  lo  studio.  Così,  per  esempio,  si  giunse  a  dimostrare  che 
in  generale  i  punti  di  flesso  di  una  curva  sono  i  punti  di  intersezione  della  medesima 
colla  curva  di  cui  la  equazione  ottiensi  da  quella  della  data  mediante  la  forma  analitica 
denominata  hessiana  dal  suo  Autore  ;  così  si  pervenne  alla  determinazione  analitica  della 
curva  del  quattordicesimo  grado  di  cui  i  punti  di  intersezione  con  una  del  quarto  grado 
sono  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  doppie  a  quest'ultima  e  si  stabilirono  i  criteri 
per  ricerche  simili  rispetto  alle  curve  di  più  alto  grado. 

Con  un  secondo  procedimento  si  ha  di  mira  la  ricerca  delle  equazioni,  dalla  riso- 
luzione delle  quali  si  otterrebbero  i  valori  delle  coordinate  di  quei  punti  singolari.  A 
questa  classe  di  equazioni  appartiene  la  nota  equazione  del  nono  grado  risolubile  alge- 
bricamente, la  quale  dà  i  nove  punti  di  flesso  di  una  cubica  ;  come  anche  quella  del  se- 
dicesimo grado  corrispondente  ai  punti  di  contatto  delle  tangenti  doppie  ad  una  curva 
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del  quarto  ordine  con  un  punto  doppio,  la  quale  pure  dimostrai  essere  risolubile  per  fun- 
zioni algebriche,  in  una  breve  Nota  pubblicata  nei  «  Mathematische  Annalen  »  nel  1871  *), 
illustrata  dai  lavori  del  prof.  Cremona  e  del  prof.  Brill.  Queste  equazioni  si  pos- 
sono evidentemente  ottenere  dalla  eliminazione  di  una  delle  coordinate  dalle  due  equa- 
zioni della  curva  data  e  di  quella  che  la  interseca  nei  punti  singolari  che  si  considerano, 
ed  in  questo  senso  il  secondo  procedimento  non  differirebbe  dal  primo,  se  alla  ricerca 
di  quelle  equazioni  non  si  potesse  procedere  direttamente. 

Nel  terzo  procedimento  infine,  alla  ricerca  dei  valori  delle  coordinate  dei  punti  sin- 
golari si  sostituisce  quella  dei  valori  del  rapporto  fra  i  parametri  della  retta  che  ha 
colla  curva  data  un  numero  di  punti  comuni  o  di  punti  di  contatto  corrispondente  alla 
singolarità  della  curva  che  vuoisi  considerare.  Questo  terzo  procedimento  può  definirsi 
nel  modo  più  generale  come  segue  :  Data  una  funzione  omogenea  /  di  tre  variabili 
xi  >  -V2>  -v- >  '  rapporti  delle  quali  rappresentino  le  coordinate  di  un  punto  di  una  curva 
piana,  supponendo  che  una  di  quelle  variabili,  per  esempio  la  x  ,  sia  una  funzione  li- 
neare delle  altre  due  xl ,  x2  ;  sostituendo  questo  valore  di  x  nella  funzione  /  ottiensi 
una  forma  binaria,  i  coefficienti  della  quale  contengono  i  parametri  di  quelia  funzione 
lineare.  Trattasi  di  determinare  il  rapporto  dei  parametri  stessi  per  modo,  che  la  equa- 
zione, la  quale  ottiensi  eguagliando  a  zero  quella  forma  binaria,  abbia,  rispetto  alle  sue 
radici,  proprietà  corrispondenti  alle  singolarità  della  curva.  Così  per  esempio,  se  trat- 
tasi della  ricerca  dei  punti  di  flesso  della  curva,  dovranno  tre  radici  di  quella  equazione 
essere  eguali  fra  loro;  se  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  doppie,  dovranno  essere 
uguali  due  coppie  di  radici,  e  cosi  via.  L'illustre  Clebsch  ha  dato  un  primo  esempio 
di  queste  ricerche  nel  suo  importante  lavoro  Sulla  teoria  delle  forme  binarie  del  sesto 
ordine  e  la  trisezione  delle  funzioni  iperellittiche,  pubblicata  nelle  «  Memorie  dell'Accade- 
mia di  Gottinga  »  **)  ed  è  ritornato  sullo  stesso  argomento  in  un  breve  lavoro  nei 
«  Mathematische  Annalen  »  ***)  e  nella  sua  Theorie  der  binàren  algebraischen  Formen 
(Leipzig,  1872). 

Il  problema  studiato  da  Clebsch,  come  egli  stesso  lo  definisce  nei  succitati  lavori, 
è  il  seguente  : 

Siena  ti,  v  dite  forme  binarie  la  prima  del  secondo,  l'altra  del  ter^o  ordine;  si  vuol 
determinare  una  funzione  lineare  E  per  modo  che  la  espressione 

2V  —  3  ;  u  -f-  e3 

sia  un  cubo  completo. 


*)  Brioschi,  Les  tangentes  doubles  à  une  courbe  du  quatriime  orare  avec  un  point  doublé  [Mathe- 
matische Annalen,  t.  IV,  (1871),  pp.  95-98]. 

**)  [Abhandlungen  der  K.  Gesellschal't  der  Wissenschaften  zu  Gòttingen,  t.  XIV  (1869)]. 
**')  [Mathematische  Annalen,  t.  II  (1870),  pp.   195-197]. 
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Per  quanto  fine  ed  elegante  sia  l'analisi  adottata  da  Clebsch  in  questa  sua  ricerca, 
pure  essa  risentesi  del  modo  alquanto  speciale  col  quale  fu  definito  lo  scopo  della  ri- 
cerca stessa  e  quindi  quell'analisi,  forse  già  complicata  in  questo  caso,  non  prestereb- 
besi  alla  soluzione  di  altre  simili  quistioni.  Ma  se  il  problema  viene  definito  nel  modo 
più  generale  esposto  sopra,  noi  troveremo  nelle  condizioni,  le  quali  devono  verificarsi 
per  la  sussistenza  di  fattori  multipli  o  di  radici  eguali,  le  equazioni  che  conducono  alla 
soluzione  del  problema  analitico  o  del  problema  geometrico. 

Cosi  per  esempio,  se  la  funzione  omogenea  /  delle  tre  variabili  xlt  x2,  x  sarà 
del  terzo  ordine,  siccome  sostituendo  in  esse  per  x  una  funzione  lineare  delle  altre 
due  si  ottiene  una  forma  binaria  cubica  la  quale  deve  essere  uguale  al  cubo  di  una  fun- 
zione lineare,  i  due  invarianti,  quadratico  e  cubico,  della  forma  stessa  sono  identica- 
mente nulli  ;  e  queste  condizioni  sono  già  per  se  stesse  le  due  equazioni  alle  quali  con- 
duce l'analisi  di  Clebsch. 

Se  la  funzione  J  tosse  del  quarto  ordine,  si  hanno  a  considerare  due  casi  e  cioè  il 
primo,  quando  essa  riducesi  al  prodotto  del  cubo  di  una  funzione  lineare  per  un'altra  fun- 
zione lineare,  il  secondo  allora  quando  sia  eguale  al  quadrato  di  una  funzione  quadratica. 

Le  condizioni  corrispondenti,  definite  sempre  da  proprietà  dei  covarianti  e  degli  in- 
varianti della  forma  binaria  del  quarto  ordine,  sono  evidentemente  differenti  nei  due 
casi;  essendo,  nel  primo,  identicamente  nulli  i  due  invarianti  quadratico  e  cubico,  nel 
secondo,  nulli  il  covariante  di  sesto  ordine  ed  il  discriminante.  Tanto  nel  primo  che 
nel  secondo  caso  quelle  due  condizioni  sono  le  necessarie  e  sufficienti  alla  risoluzione 
dei  due  problemi  analitici,  che,  espressi  geometricamente,  riguardano  i  24  punti  di  flesso, 
o  le  28  tangenti  doppie  di  una  curva  generale  del  quarto  ordine. 

Questi  esempì  mi  paiono  sufficienti  a  dare  una  chiara  idea  della  fecondità  del  me- 
todo, al  quale  acquista  interesse  il  fatto  che  a  questi  problemi  geometrici  corrispondono 
altrettanti  problemi  relativi  alla  teoria  della  moltiplicazione  o  della  trasformazione  delle 
funzioni  ellittiche  ed  iperellittiche. 

Esso  estendesi  anche,  con  alcune  modificazioni,  alle  singolarità  delle  superficie,  come 
spero  potervi  dimostrare  in  altra  occasione  ;  ma,  limitandomi  pel  momento  alle  curve 
piane,  permettetemi  ancora  di  osservare  che  l'essenza  del  metodo  stesso,  quale  risulta 
dalle  proprietà  che  ho  enunciato,  come  pure  tutte  le  calcolazioni  necessarie  per  lo 
sviluppo  del  medesimo  hanno  il  loro  fondamento  in  quella  teoria  delle  forme,  la  quale 
iniziata  dai  matematici  Inglesi  ebbe  ancora  pochi  cultori  presso  le  altre  nazioni,  se  si  ec- 
cettui quella  schiera  di  valenti  geometri  della  scuola  di  Gottinga,  che  guidati  dal  Clebsch 
la  portarono  all'attuale  perfezione,  teoria  che,  costituendo  il  più  potente  anello  di  cor- 
relazione fra  l'analisi  e  la  geometria,  potrebbe  con  opportunità  indiscutibile  essere  inse- 
gnata in  alcune  delle  Università  italiane. 

[PaJ. 


cxxx. 

SULLE  CONDIZIONI  PER  LA  DECOMPOSIZIONE  DI  UNA  CUBICA 
IN  UNA  CONICA  ED  IN  UNA  RETTA. 


Atti  della  J?.  Accademia  dei  Lincei,  serie  2a,  tomo  III,  parte  2a  (1875-76),  pp.  89-90. 


In  un  breve  lavoro  pubblicato  negli  «  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  »  *) 
ho  determinato,  completando  quanto  aveva  già  scritto  sull'argomento  l'egregio  prof.  Sal- 
mon  nel  suo  libro  «  A  Treatise  on  the  higher  piane  Curves  »  **),  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti  per  la  decomposizione  di  una  cubica  piana  in  tre  rette.  Il  metodo  ivi  dato  è 
lo  stesso  di  cui  ebbi  già  occasione  di  fare  cenno  a  questo  Corpo  Scientifico  trattando 
di  ricerche  d'altra  specie  ***)  ;  e  consiste  nel  considerare  i  covarianti  e  gli  invarianti 
delle  forme  ternarie  come  funzioni  intiere  e  razionali  delle  forme  simultanee  di  un  de- 
terminato numero  di  forme  binarie. 

Nel  caso  particolare,  che  costituisce  l'oggetto  di  questa  Nota,  devonsi  determinare 
le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  una  forma  ternaria  cnbica  si  possa  decom- 
porre in  una  ternaria  quadratica  ed  in  un  fattore  lineare. 

Sia 

F  =  x'}  —  3  u  x}  -)-  2  v 

la  forma  cubica  nella  quale  u,  v  sieno  funzioni  binane,  quadratica  la  prima,  cubica  la 
seconda,  di  xl ,  x2.  Evidentemente  una  forma  cubica  ternaria  qualsivoglia  potrà  sempre 
porsi  sotto  quella  forma. 


*)  [LXX:  t.  II,  pp.  137-140]. 

**)  [2a  edizione,  Dublin  1873,  pag.  190]. 

***)  [CXXIX]. 
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Ora  è  noto  che,  se  F  è  eguale  al  prodotto  di  una  quadratica  ternaria  per  una  e- 
spressione  lineare,  l'hessiano  H  di  essa  si  potrà  scrivere  nella  forma 

(i)  H  =  \F  +  ^\ 

nella  quale  <J<  è  una  funzione  lineare,  A,  \l  coefficienti  costanti. 
Ma,  ponendo 

a  =  y  («  a)2 ,       t  =  (wy,       p  =  (UV~)*, 

si  ha  : 

H  —  Ax\  —  2 p x2  -(-  (A ti  -f-  2 t) xì  -f-  2  ( A  v  —  p  ti) , 

e  siccome  le  forme  binarie  u,  v  ammettono,  oltre  il  covariante  simultaneo  p,  un  se- 
condo covariante  simultaneo  lineare  indipendente  q  =  (»j>),  si  potrà  sempre  in  gene- 
rale rappresentare  la  forma  lineare  <|/  nel  seguente  modo  : 

if  =  ap  +  p  q  -f  x3  ; 

e  perciò  dal  confronto  dei  coefficienti  della  x%  nella  (i)  si  avranno  le  quattro  relazioni: 
A  =  >  -|-  (i , 

—  2P  =  ?(*(*£ +  P?)> 

(^M  +  2t)  =  -  3^m+  3  !*(«]> +  P?)% 

2  (^  l'  —  p  li)  —  2  AV  -L-  [A  (*£  -(-  P  </)'  . 

Dalla  seconda  di  esse  si  hanno 

(ì  =  0 ,         fi  a  =  —  j  , 
ed  essendo  per  la  prima  1  =  A  —  (a,  le  ultime  due  diventano  : 
C   2(iAu-\-t)  =  3".(«4-a2p2), 

f  2pU  =   \>-(2V  ^P')- 


0) 


Rammentiamo  ora  che,  indicando  con  B,  C,  E,  K  gli  invarianti  simultanei  delle  forme 
binarie  u,  v  : 

b  =  -ì.(Mt)%       c  =  |(tt)%      e  =  t(m102>      *  =  t(v/0'> 

e  ponendo 

G  =  AC-  B2, 
si  ha  : 

K'  =  —  (AG2  -  2#G£+  C£a), 
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e  le  seguenti  espressioni  per  le  u,  t,  v  in  funzione  dei  covarianti  lineari  p,  q  : 

lEu  =  Ap2  -j-  q2 , 

2E2T  =  (2BE  —  AG)p2  +  2Kpq  -\-  Gq2, 

4£3i>  =  (2£2  +  A2G  —  ABE)pi  —  iAKp2q+  3(BE  —  AG)pq2  -f  Kq\ 

e  sostituendo  queste  nella  prima  delle  (2),  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  potenze 
di  p,  q  si  ottengono  le  seguenti  : 

4A2E+2(2BE—  AG)  =  3i>-E(A  +  2*2E), 

K  =  0,        <{AE-\-iG  =  3\>.E, 

e  da  queste  : 

2   2AE  4-  G  DE.         .„         3        2„2 

u.  = =r> ,         B  E  —  A  G  =  —  v.  a2  E  , 

r         3  E  2  r 

ed  essendo  [/.a  =  —  y ,  si  avranno  le 

AG  —  BE                    2   2AE4-  G 
«  = £T—  ,         *  =  - e ' 

{AG  -  BE)(2AE+  G)  =  —  E\ 

La  seconda  equazione  (2),  conducendo  agli  identici  risultati,  quando  si  operi  so- 
pra di  essa  come  si  è  fatto  per  la  prima,  si  avrà  il  teorema  : 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  la  decomposizione  di  una  cubica  in  una  conica 
ed  in  una  retta  sono  le  due  seguenti  : 

K  =  o,        F  +  (^G-££)(2^£+G)  =  o; 
oppure  le 

K=o,        E2  +  2A(AG  —  BE)-\-BG  -  C  E  =  o  ; 

e,  per  queste,  posto 

AG-  BE 

«  =  — P » 

si  ottiene  : 

F  —  (.Vj  -f  *p)(x\  —  v.px,  —  3  u  —  a2/), 

vale  a  dire  la  cubica  F  =■  0  decomposta  nella  conica 

x2  —  t-px-,  —  3«  —  *2p2  =  0 
e  nella  retta 

*,  +  aÌ?  =  °  • 

6  febbraio  1876. 

[Pa.],  [G.]. 


CXXXI. 

SULLE  CONDIZIONI  CHE  DEVONO  ESSERE  VERIFICATE 

DAI  PARAMETRI  DI  UNA  CURVA  DEL  QUARTO  ORDINE 

PERCHÈ  LA  MEDESIMA  SIA  UNA  CONICA  RIPETUTA. 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  2*,  tomo  III,  parte  2a  (1875-76),  pp.  91-92 


Indicando  con  xt ,  xt ,  x    le  coordinate  di  un  punto  di  una  curva  del  quarto  or- 
dine, con  a  una  costante,  e  con  y,  jì,  x  tre   forme  binarie  in  xt ,  x2  degli    ordini  se- 
condo,  terzo,  quarto,    si  può  esprimere  l'equazione  di  una  curva  generale  del  quarto 
ordine  colla 
(1)  F  =  a  x\  -f-  6  y  x2  -j-  4  P  x   -f-  a  =  o. 

Se  si  suppone  fi  =  o,  si  ha  evidentemente  da  questa  : 

0*;  +  3Ì')2  +  a*  —  912  =  o, 

e  perciò,  se  insieme  alla  [4  =  o  sussiste  la  a  a.  —  py2  =  o,  la  quartica  F=o  riducesi 
alla  conica  ripetuta  a  x2  -\-  3  y  =  o.  Vogliamo  ora  dimostrare  che  le  due  condizioni 
superiori  non  solo  sono  sufficienti,  come  si  è  già  provato,  ma  sono  anche  necessarie. 
Premettiamo  a  questo  scopo  il  seguente  lemma  :  Se  una  funzione  omogenea  F 
di  i  variabili,  dell'ordine  n,  è  identicamente  eguale  alla  potenza  rma  di  una  funzione  o- 
mogenea  9  delle  stesse  variabili  dell'ordine  m  ;  indicando  con  H  l'hessiano  della  forma 
F  e  con  ff    l'hessiano  della  forma  9  ;  si  ha  identicamente  : 

Nel  caso  che  qui  consideriamo  essendo  1 '  =  3,  r  =  2,  m  =  2,  sarà  //    costante 
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e  si  avrà  quindi 

(2)  #'  =  pP, 

indicando  y.  una  costante. 
Ora,  ponendo 

0  i)'  =  p,      («  y)2  =  ».      0  W2  =  w, 

si  ha,  essendo  F  rappresentata  dalla  relazione  (i)  : 

H  —  Aax\  -f-  2apxj  -f-  (4«t  -{-  ah  —  $A-f)x*}  -f  (2au  —  6/>y  +  4^)*' 

+  0^  —  3TT  +  4^*  —  3T"  —  />£)*,  +  (2i>«  —  2«P  —  2TfJ)*3 

+  y  /;  -f  a  t  —  fi  a>. 

Sostituendo  i   valori  di  //  e  di  F  nella   (2),  dal    confronto  dei   coefficienti  delle 
potenze  di  x    si  ottengono  dapprima  le 

y.a  =  A2,        p  =  0, 

per  le  quali  i  coefficienti  di  x'°,  x9  danno  : 

(3)  fl(4T  -f-  «)  =  12  Ay,        aiù  =  A%, 
e  quelli  di  x% ,  x7  danno  : 

2  a2  h  -J-  5  A  a  a  —  27  A  y2  =  6  0  y  (t  -f-  «), 


(4) 

P[9^Y  +  «(T+  »)]  =  0. 

Per  quest'ultima  deve  essere  evidentemente  : 

fi  =  o         oppure         9  Ay  -f-  a  (t  -}-  »)  =  0. 

Nel  secondo  caso  si  hanno  colla  prima  delle  (3)  le  seguenti  espressioni  per  t,  ti: 

ar  =  jAy,         an=  —  16  Ay, 

per  le  quali  la  prima  delle  (4)  diventerebbe  : 

2 a2 h  -f-  5  Aax  -\-  27  A y2  =  0, 

ed  i  coefficienti  di  x6  darebbero  : 

5y(2<!2/;  +  sAax+  27  A  -f)  =  7Aa$2; 

dovrebbe  cioè  essere  per  la  sussistenza  di  queste  ultime  [i  =  o. 
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Si  avrà  quindi  la  condizione  (i  =  o  e  le  relazioni  (3),  (4)  si  ridurranno  alle  due 
seguenti  : 
(5)  un  =  12  Ay,         2a2b-\-sAax=z<)<)A*(2. 

Ora  i  coefficienti  di  x6,  nella  ipotesi  di  fi  =  0  danno  facilmente  la  relazione  : 

5  a2/;  -J-  9  Aax  =  2 1 6  .,4  y2 , 

dalla  quale  e  dalla  seconda  delle  (5)  si  ottengono  le  seguenti  : 

ax  =  <jy2,         a2  h  =  2jAy2', 

e  siccome  la  seconda  di  queste,  come  la  prima  delle  (5),  non  sono  che  conseguenze 
della  a  <x  =  9  y2,  ed  inoltre  le  altre  relazioni  che  risultano  dal  confronto  delle  potenze 
inferiori  di  x    sono  identiche,  si  avrà  il  seguente  teorema  : 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  perchè  una  quartica  F  della  forma  (1)  sia  una 
conica  ripetuta,  consistono  nell'annullarsi  identicamente  delle  due  forme  binarie 

fi  =  0,         ax  —  9y2  =  0. 
6  febbraio  1876. 

[G.]. 


CXXXII. 

SOPRA  UNA  PROPRIETÀ  DEI  PIANI  TRITANGENTI  AD  UNA 
SUPERFICIE  CUBICA. 


Atti  deità  R.  Accademht  dei  f.inrrl.  sene  II,  tomo  III,  parie  2a  (1875-76),  pp.  257-259. 


É  noto  per  le  ricerche  di  Clebsch  *)  che  le  bitangenti  ad  una  curva  del  quarto 
ordine  sono  tangenti  comuni  a  due  curve  della  decima  classe. 

Una  proprietà  affatto  analoga  sussiste  pei  piani  tritangenti  ad  una  superficie  del 
terzo  ordine  e  cioè  : 

/  piani  tritange?ili  ad  una  superficie  cubica  sotto  insieme  piani  tangenti  a  tre  deter- 
minate superficie  della  decima  classe. 

Sia 

CO  p  =  4  +  3  Vxa  +  v  =  ° 

la  equazione   di   una  superficie   cubica.  In  essa   le  U,   V   sono    due  forme   ternarie  in 
xi  >  X2  >  x-  quadratica  la  prima,  cubica  la  seconda  ;  ossia 

(2)  U  =  /  Xj  -|-  2  m  x  -J-  »,         V  =  a  x^  -f-  3  p  x'}  -j-  3  y  x}  -j-  ^> 

essendo   le  /,    w,  k  ;  a,  fi,   y,  S  forme    binarie    in  xi ,  x2  rispettivamente    degli  ordini 
0,  1,  2;  0,  1,  2,  3. 
Sia  ora 

(3)  5,*,  +  5,*J  +  53*J  +  £4*4  =  o 


*)  Clebsch,   C/eber  symbolische  Darstellung  algebraischer   Fornten  [Journal  fùr  die  reine  und  an- 
gewandte  Mathematik,  t.  LIX  (1861),  pp.  1-62]. 

brioschi,  tomo  III.  4S 
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la  equazione  di  un  piano;  eliminando  la  x    da  quest'ultima  e  dalla  P  =  o,  si  ottiene  la 

/(*,.  *,>  *,)  =  &*.  + £,*,  +  e3*})3  +  3  »(?,*,  +  E,*,  +  £,*,)£;  -  F5J  =  o, 

ossia  la  equazione  di  una  curva  del  terzo  ordine.  Se  il  piano  (3)  è  piano  tritangente 
della  superficie  (1),  dovrà  la  forma  /  decomporsi  in  tre  fattori  lineari  e  reciprocamente. 
Ma  indicando  con  /;  il  covariante  hessiano  della  forma/,  si  ha,  come  è  noto,  che  nel 
caso  qui  considerato  /;  è  eguale  al  prodotto  di  una  costante  pei  tre  fattori  di  /,  cioè 
si  ha 
(4)  b  =  ?.J\ 

essendo  \>.  una  costante.  Sviluppando  il  valore  superiore  di  /  si  ha  : 

/  =  a  *!  4~  3  b  x2  -f~  3  e  x  -|-  d, 

nella  quale 

*  =  e:+^ +(*»«, -pue:, 

posto  per  brevità 

Ora  dal  valore  di  /  si  ottiene  facilmente  : 

h  =  [ja (ce)2  -  (bcy]x\  +  \a(cdy  —  ^b(cc)2  -  {àby\x\ 

+  [±a(dd)'  +  b(cdy  -  ~c(ccy  -  2  (di  e)1]*,  +  ±b(ddy  -  e  (ed)2  +  ±d(cc)\ 

le  quali  espressioni  sostituite  nella  (4),  eguagliando  i  coefficienti  delle  medesime  potenze 
di  x  ,  conducono  alle  relazioni  : 

Y  a  (e  e)2  —  (b  e)2  =  [*  a, 

a  (e  d)2  —  ±b(cc)2  —  (b  d)2  =  3  (a  b, 

-£  a  (<i  <0*  +  b(cd)2  —  ^c(cc)2  —  2  (db  e)2  =  3  p  e, 

■^b(dd)2  —  c(cd)2  +  \d(cc)2  =  u.d. 
Sostituendo  il  valore  di  <j.  ricavato  dalla  prima  di  queste   relazioni  nelle  altre  tre 
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si  ottengono  le  seguenti  : 

a2  (ed)3  -  2  ab  {e  e)2  +  ib(bc)2  -  a(bd)2  =  o, 

y  a2  (d  d)2  -}-  «  ^  (^  '02  —  2  a  e  (e  e)2  —  2  a  (d  /'  e)2  -f-  3  e  (i  e)2  =  o, 

|  a b(à  d)2  —  a  e  (e  d):  +  </  (i  e)'  =  o. 

Queste  equazioni,  le  quali  sono  degli  ordini  i,  2,  3  rispetto  alle  xt,  x2,  devono 
verificarsi  identicamente  per  la  sussistenza  della  (4)  ;  potremo  quindi  porre  in  esse  in 
luogo  delle  x  ,  x2  le  —  £a,  £,,  e  le  equazioni  stesse  non  conterranno  più  se  non  le 
S  >  52»  £  ,  \  ed  i  coefficienti  delle  forme  binarie  /,  ni,  n  ;  a,  [i,  y,  à.  Le  equazioni 
stesse  rappresentano  quindi  tre  superficie  alle  quali  è  tangente  il  piano  (3).  Esse  sono 
apparentemente  degli  ordini  13,  14,  15  rispetto  alle  £,,  £2,  E.,  $4,  ma  scorgesi  facil- 
mente come  la  prima  contenga  il  fattore  £',  la  seconda  il  fattore  ?,*,  la  terza  il  fat- 
tore £s  e  quindi  come  quelle  equazioni  sieno  del  decimo  ordine;  e  quindi  rappresentino 
tre  superficie  della  decima  classe. 

Analiticamente  questo  risultato  equivale  all'avere  determinato  tre  equazioni  dalle 
quali  si  potranno  dedurre  i  valori  dei  rapporti  £,  :  £2  :  £3  :  |+.  Supponendo  eliminate  da 
esse  due  fra  quei  parametri,  si  otterrà  una  equazione  che  darà  i  valori  del  rapporto  fra 
gli  altri  due,  equazione  La  quale,  come  è  noto,  dovrà  essere  del  quarantacinquesimo  grado. 

Aggiungeremo  un'altra  osservazione  relativa  alla  eguaglianza  (4).  Si  conosce  che 
una  forma  ternaria  cubica  /  ha,  oltre  /;,  due  covarianti  k  e  6  del  sesto  e  del  nono  or- 
dine, e  due  invarianti  s,  t.  È  pure  noto  che,  ponendo 

UW=LK  +  ft.K-f«K-f„K> 

essendo  r,  s,  t  differenti  fra  loro  ed  eguali  a  1,  2,  3,  si  hanno  le 


*  =  ][(±/„/../„);      *  =  X(W'/A; 


/,   f2  h 

/;,     b2     b, 
k.     k.     k. 


Ora  per  la  (4)  si  hanno  le  seguenti  : 

h  =  i>.f;         k  =  2  p-2//;  =  2[^.J/2  ;         e  =  0  ; 
e\i.b  =  \sj;         6ji'/;  =  i(//-  35/;); 
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e  siccome  le  ultime  due  per  la  prima  danno 

(6  u.y  =  s,      (6  rì>  =  2(t-}srì  =  2i  —  (6  i>.y, 

si  hanno  le 

s=(6rì\        /  =  (6|0', 
dalle  quali  : 

-----  '  —    2  — 

Y-  —     5    —  —  »         *  —  °- 

Se  la  cubica  ternaria  /  è  decomponibile  in  tre  fattori  lineari,  si  hanno  quindi  per 
la  (4)  le  tre  equazioni  : 

tf—(,sh  =  o,        s'f—6tb  —  o,         H  =  o, 

dalle  quali  pure  potrebbe  dedursi  un  teorema  analogo  a  quello  dimostrato  più  sopra. 

2  aprile   1876. 

[G.]. 


CXXXIII. 

SOPRA  ALCUNI  RECENTI  RISULTATI  OTTENUTI  DAL  SIC  KLEIN 
NELLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  DEL  QUINTO  GRADO. 


itti  deità  R.  Accademia  ./.  ;  /,;».•,;.       [e  in.  Transunti,  volumi:  I  (1876.77),  pp.  31-54. 


Fra  le  forme  binarie  appartenenti  alla  classe  di  forme  considerata  nella  Nota  che 
ebbi  l'onore  di  presentare  in  omaggio  all'Accademia  *),  quella  del  dodicesimo  ordine 
conduce  ad  alcuni  risultati  della  maggiore  importanza. 

Il  chiarissimo  prof.  Klein  del  Politecnico  di  Monaco  ebbe  pel  primo  ad  osservare 
il  nesso  che  esiste  fra  la  forma  canonica  di  quelle  forme  del  dodicesimo  ordine  (forma 
canonica  già  considerata  dal  prof.  Schwarz  e  che  conduce  all'equazione  dell'icosaedro), 
e  le  equazioni  del  sesto  grado  aventi  lo  stesso  gruppo  di  quella  del  moltiplicatore  nella 
trasformazione  del  quinto  ordine  delle  funzioni  ellittiche.  Questo  primo  felice  pensiero 
condusse  l'egregio  Autore  a  considerare  la  risoluzione  di  queste  equazioni,  e  quindi  la  ri- 
soluzione di  quella  del  quinto  grado,  da  un  nuovo  punto  di  vista  ed  in  questa  via 
giunse  ad  alcuni  risultati,  che  io  non  dubito  classificare  fra  i  più  importanti  che  nell'A- 
nalisi siansi  scoperti  in  questi  ultimi  tempi. 

Devo  quindi  ascrivere  a  mia  ventura  di  potere  in  oggi,  dietro  annuenza  dell'Autore, 
far  conoscere  al  Corpo  Accademico  i  principali  fra  quei  risultati,  come  mi  furono  co- 
municati dal  prof.  Klein  nelle  sue  lettere  del  25  ottobre,  del  3,  dell'i  1  e  del  15  scorso 
novembre  [1876]. 

È  noto  che  i  coefficienti  dell'equazione  generale  del  sesto  grado,  che  ha  lo  stesso 
gruppo  dell'equazione  del  moltiplicatore  nella    trasformazione   del   quinto   ordine    delle 


*)  Brioschi,  Sopra  una  classe  di  forme  binarie  [LXXII  :  t.  II,  pp.   157-176]. 
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funzioni  ellittiche,  dipendono  da  tre  quantità  A,  B,  C  e  queste    alla    loro   volta   sono 

funzioni  di  tre  quantità  A0,  At,  A,  *).  È  noto  altresì  essere 

A  =  A*0  +  JlJI. 

i .  Suppongasi  ora  in  primo  luogo  A  =  o  ;  si  avrà  : 

A  -  A>    —  ■ 

le  epressioni  B,  C  diventano,  salvo  un  coefficiente  costante,  la  prima  eguale  ad  una  forma 
/  del  dodicesimo  ordine,  che  è  la  forma  canonica  di  Schwarz  sopra  menzionata,  la  se- 
conda al  suo  hessiano  H.  La  equazione  del  sessantesimo  grado 

conduce  al  seguente  risultato.  Sia  r,o  una  radice  della  medesima,  le  altre  59  si  otten- 
gono dalle  formole  : 

Er7|     ,  (r  =  1,   2,   3,  4) 


,-„     1       _u-rv    , T~  »     )  (a.  r  =  o,   I.  2,   3,  4) 

nelle  quali  s  è  una  radice  quinta    immaginaria    dell'unità.  La  radice  rio  può  esprimersi 
per  mezzo  di  serie  ipergeometriche  nel  modo  seguente  **)  : 

r)=yI_=  ~  * .785fGì>  -r,.  T»  ^)  +  a,858F(^t  -£,  j,  i-x) 
~  y>  '         é,ioi  F(ii,-6-i,  ±,,)_5f658Fgf-i,  i,  i-x)' 
dove  : 


*)  I  valori  delle  A,  B,  C  in  funzione  di  Aa,  Al  ,  A2  furono  dati    da  me  per  la  prima  volta  nel- 
l'anno  1858  nel  lavoro:  Sulla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado  [LII  :  t.  I,  pp.   335-341]. 
**)  Vedi  la  mia  Nota,  Sopra  una  classe  di  fornii  binarie,  sopra  citata. 
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2.  Sia  in  secondo  luogo  A  non  eguale  a  zero.  Posto 

A,  _  A2 

*'  ~~  Ao  -4-  VA  '  °2  _  A0  -  1/^ 

si  possono  formare  due  equazioni  analoghe  alla  (i),  cioè  : 

I2}  #»(»,)    _  i25/f!CO  _ 


/SK) 


P CO 


ed  i  parametri  x, ,  x2  hanno  la  notevole  proprietà  che  la  loro  somma  ed  il  loro  pro- 
dotto sono  esprimibili  in  funzioni  razionali  di  A,  B,  C,  e  si  ha  : 


,\  _  /*  -f  „i'  —  >i  ±  f/(/;  +  ni  —  ti)1  —  4/s 

2/s 


dove  le  /,  in,  n  hanno  i  valori  seguenti  : 

/=  i2T(B2  —  AC+  uSA'B), 

__4_ 

m  =  12    5(C2-f  2b.75AB>  +  26.  35^2£C  +  2".  125^ 
-  2'\l}A*C  —  2'7.5  J7fi+  220^'0), 

P         ?  +  5  ^P  r 

?         r  +  5//2p        */>  —  j^fr 
r  ip  j^  —  5^f2r 

in  quest'ultima  essendo 

p  =  12  5  +  7344^'»        ?  =  240  AB  -{-  5760^,         s  =  B  —  A\ 
r  =  1220 .42.B  —  1218^/'  —  C. 

Questo  risultato  conduce  direttamente  alla  ricerca  delle  radici  x0,  xx,  ...  x4  di 
una  equazione  del  quinto  grado,  per  la  quale  sieno  \   x  =  o,  \  x*  =  o. 

3.  L'ultimo  risultato  a  cui  è  giunto  il  prof.  Klein  riguarda  la  risoluzione  delle 
equazioni  del  quinto  grado  indipendentemente  dalla  risolvente  di  sesto.  Indicando  con 
x  ,  x  ,  . . .  x    le  radici  di  una  equazione  del  quinto  grado  e  supponendo 


2~  x  =  o,       \  -x'2  =  °> 


360  SOPRA    ALCUNI    RECENTI    RISULTATI    OTTENUTI    DAL    SIG.    KLEIN,    ETC. 

l'Autore  pone 

„    =  *°  +  £X-  +  g2^  +  £'Xi  +  £4'v4  =  Pi 

„    _  *o  +  ex,  +  e'A-,  +  s;.v,  -f-  £4a-4  _  p^_ 

'  Jt»+E';ti+£J'lTE,J'i+e!-V4  P;      ' 

e  stabilisce,  come  al  n°  1,  le  relazioni  : 

dalle  quali  si  ponno   ricavare  i  valori  delle  j)J}  *i2  per  mezzo  di  serie   ipergeometriche 
come  sopra.    Dimostra  poi   come  le  X, ,  X2    sieno  funzioni   algebriche  dei    coefficienti 
dell'equazione  del  quinto  grado. 
Si   hanno  infatti  le 

/0O/0O  =  ^pn„(*.  +  £-v,  +  £j-v2  +  *'*,  +  £4*4), 
ffOO^OO  =  ^nJO(x:  +  .v0x,  +  xj), 
reo  reo  =  t^o"jo  [(-v,  -  -vj2  +  (*,  -  *4yj, 

essendo  T  il  covariante  (J'H~)  e  le  /,  H  come  superiormente  ;  inoltre  le  \,  fx,  v  sono 
coefficienti  numerici,  e  II  come  d'ordinario  indica  il  p.odotto  di  fattori  analoghi  a  quello 
scritto  in  seguito. 

La  risoluzione  della  equazione  del  quinto  grado,  per  la  quale  \  x  =  o,  }  x2  =  o, 
si  ottiene  così  direttamente  col  mezzo  di  serie  ipergeometriche. 

I  numeri  1,  2,  3  della  presente  Nota  riassumono  i  principali  risultati  ottenuti  dal 
prof.  Klein. 

3   dicembre   1876. 

[G.]. 


CXXXIV. 

SU  DI  ALCUNE  FORMOLE  NELLA  TEORICA 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Atti  delta   B.  Accademia  <|W   lincei,  sene  III,  Transunti,   volume  II  (1877-78),  pp.   nj-l 


1.  Posto 

<P  (*)   =   4  *'   —  g,  X  —  g;  . 

se  si  indicano  con  ev,  e2,  e    le  radici  della  equazione  9 (x)  =  o,  la  relazione 

(1)  x  —  e,  =  (e2  —  e,);2 

dà  luogo  alle  altre  due 

*  —  «,  =  («,  —  OC1  —  £*)>         x  —  e}  =  (e,  —  e3)(i  —  k'I1), 

essendo  k*  = .  Si  ha  cosi,  come  è  noto  : 

e.  —  e 


0) 


■         3 

dx  1  <i£ 


iW)  ^,-^       V(I    "DO    -*D 

Sia  8  =  g[  —  27  g*  il  discriminante  di  <p  (x),  ossia 

8  =  ifS(«2  —  ^yo,  —  e,)1^,  —  «X 

e  si  indichi  con  i  l'invariante  assoluto 

Ci)  i  =  f- 

BKioscHi,  tomo  IH- 
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Dal  valore  di  k2  si  ha  facilmente: 


3  «. — gt 

e  quindi  : 

I  (l   —  2À-2)2     . 


«.  = 


12  *2    I   -  k2k"      ' 

inoltre  : 

(4)  (-,_^  =  J._Jl_, 

e  per  la  ^1  -}-  e1  -f-  «   =  o  si  avranno  le 

2  V  3  Vi  —  k2k'2  '    '      2  y  3  j/!  _  ^"  ' 


(5) 

per  le  quali 


1   -ih,      2  — *' 


■'.=  --■«.'  .  =  T(t) 


1  /  g,  \' y -»)(' -»**)(» +  y) 


(i-À^-)3 

Da  questa,  osservando  essere  identicamente 

4(1    -  k2k'2y  —  {k2  —  2)2(l    -   2*J)'(l   -J-  k2)2  =  2-]Vk'\ 

si  ottiene  : 

(6)  .  =  JL(I -***")' 

ed  essendo  per  la  (4)  : 

1        _  4;  (1  —  k2k,2y  _  Jk>k'* 

(,  _  e[y  -   33  ^  -  l6     ^     » 


si  avrà  pel  valore  (3)  di  :'  : 


=  (2À-i'): 


La  equazione  (2)  moltiplicata  per  |/&"  darà  quindi  : 
(7)  ^£  =  (2»^  '* 
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la  quale  dimostra  la  opportunità  di  adottare  siccome  forma  normale  per  l'integrale  el- 
littico del  primo  membro  la  espressione 

J  YfW  ' 

come  facevami  osservare  il  prof.  Klein  in  una  sua  lettera  dello  scorso  dicembre  [1877]. 
Supponendo  giy  g.  reali,  S  positivo  ed  e  ]>  t1  j>  et,  posto 


si  hanno  per  le  relazioni  (i),  (7)  le 

o>  =  (2  h  k'Y  K,         «'  =  (2  k  k'Y  K'  tf^ì , 

nelle  quali  le  K,  K'  hanno  gli  ordinari  significati. 

Da  questo  valore  di  w    rammentando  che  K   soddisfa  alla    equazione  differenziale 
lineare  del  secondo  ordine 

osservando  essere  per  la  (6) 

(8)  (**vyv?ì  =  4Yì?Vi=ì, 

si  ottiene  pel  periodo  <o  la  equazione  differenziale  lineare 

dz0)         1     4  —  7  i    d  tu  1  od 

di1  6    ì(i  —  i)    di        144  j'(i  —  t)  ~ 

la  quale  dimostra  essere  w  esprimibile  per  mezzo  di  serie  ipergeometriche  *). 

2.  Sieno 

+  (>')  =  4?3  —  G2y  —  Gì ,        A  =  G>  —  27  G; , 

ed  indicando  con  e, ,  £1 ,  e    le  radici  della  equazione  ^  (j)  ==  °>  s^a  ^*  ==  "i *  •   Si 


*)  Bruns,   Ueber  die  Perioden  dcr  elliptischen  Integrale  erster  und  ^weiter  Orinung,  Dorpat,  1875. 
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avrà  analogamente  alla  (7)  : 

Jy\'± 


=  (2*V) 


essendo  y  —  et  =  (e2 —  O71*-  Dalla  medesima  (7)  e  da  quest'ultima  si  dedurrà  quindi 
che  alla  equazione  di  trasformazione 

,,  d* à\ 

si  sostituisce  la 

(IO)  =  u.  I  I      — ===-  =  v  — ===— 

K  VUy)        V**'/  tfpOO       f^OO 

posto 


(II) 


(&y 


Il  nuovo  moltiplicatore  v,  allorquando  si  indichino  con  Jacobi  B,  Bt,  B2,  .  . .  B  i 
coefficienti  della  forinola  di  trasformazione  d'ordine  n  (numero  primo)  della  (9),  risulta 
quindi  eguale  a  Bij_l    e  si  avrà  : 


Gli  11  -j-  1    valori  di  v 2    dovranno  dunque   soddisfare  ad  relazioni    lineari,    a- 

vranno  cioè  la  proprietà  caratteristici  delle  radici  di  una  equazione  Jacobiana. 

Indicando  con  /  l'invariante  assoluto  di  iji  (j),  si  avrà  analogamente  alla  (8)  : 

v-k.  di 


la  quale,  divisa  per  la  stessa  (8)  membro  per  membro,  dà  pel  valore  (11): 


ryi-i       y  dk 

di 

*    ,_              ~vt-,n 

di  ' 

iV»'— 1 

0  rammentando  la  nota  relazione 

kk"dl 

*  =nrr>dk' 
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si  avrà  pel  moltiplicatore  v  la  equazione 

,  _    t^/r^r  ài_ 

di   ' 


VH—  1 

pure  comunicatami  dal  chiarissimo  prof.  Klein. 
È  noto  che,  posto 

P  =  ;  j/F,  5  =  n  fT, 

si  ha  per   una  trasformazione  della   (9)  di  ordine   11  (numero  primo)  : 

essendo 

U  (?)  =  ?($?■'->  +  fi,r'+  ■■•+5a=L), 

F(P)  =  5  +  5,  p2  +  5,p<  +  ■  •  •  +  5 _,  ?""  . 

Ora,  risultando  dalla  (1) 

p2  =  9.  —       '  ed  analogamente  1    =  2    ,  ' , 

♦VCO  ^'(O 

se  si  pone   {/(p)  =  p  T(p),  osservando  che  nelle  T(p),  F(p)  non  entrano  che  potenze 
pari  di  p,  si  avrà  per  la  corrispondente  forinola  di  trasformazione  della  (10): 

y  —  £i      x  —  ei  i'(x) 

essendo   T"(x),  f(x)  due  polinomi  del  grado  . 

Suppongasi  essere 

F(x)  =  aox  2     -f"  tf,  x        +    •  •  •   +  "„_,  , 
nella  quale  : 

an  =  5b_i  =  v  ' !  ; 

la  determinazione  dei  coefficienti  a,  ,  a2 ,  .  .  .  si  otterrà  col  mezzo  della  equazione  a  de- 
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rivate  parziali  che  si  deduce  dalla  analoga  di  Jacobi,  cioè  : 

(■>  v  _i-  »■  M  _ 
dx 


»(«  -  i)(*  -  O  V  +  |[?'(x)  -  4  n{x  -  0(2*  +  e,)]  d  ' 


Il  coefficiente  di  a  2     in    7*(x)  è  eguale  a  B,  essendo,  come  è  noto 


r  =  ^i 


ora  si  hanno  facilmente  le 


k'Yf!Jej=  (2**0' >*,         vlty'(0  =  (2XV)}A«, 
sarà  quindi 


e  gli  altri  coefficienti  di  7*(x)  si  determineranno  egualmente  per  mezzo  di   una  equa- 
zione alle  derivate  parziali. 

In  una  prossima  adunanza  mi  farò  onore  di  presentare  una  seconda  parte  del  pre- 
sente lavoro  diretta  più  specialmente  allo  studio  delle  equazioni  modulari. 

J   marzo  1878. 

[G.j. 


cxxxv. 

SULLA  EQUAZIONE  MODULARE  DELL'OTTAVO  GRADO. 


Atti  della  S.  Accademia  del  Lincei,  sene  111,  Transumi,   volume  HI  (1878-79),  pp.  45-47. 


In  un  mio  lavoro  pubblicato  recentemente  negli  «Annali  di  Matematica»,  Sopra  una 
classe  di  equazioni  modulari  *),  ho  dimostrato  che  la  equazione  modulare  Jacobiana 
dell'ottavo  grado  corrispondente  a  quella  classe  è  la  seguente  : 

(0  /GO  =  /  —  14/  +  63/  —  7°/  +  4<y  —  7  =  °, 

essa  ha  cioè  un  solo  coefficiente  non  numerico  indicato  colla  lettera  t.  Come  ebbi  già 
ad  osservare  in  quel  lavoro,  il  prof.  Klein  era  giunto  allo  stesso  risultato  movendo 
da  altre  considerazioni  ;  e,  siccome  può  vedersi  nella  sua  Memoria  :  Ueber  die  Trans- 
formalion  der  elliptiseben  Functionen  und  die  Auflósung  der  Gleicbungen  fiiiiften  Gra- 
des  **),  egli  trova  pel  valore  di  l  : 

gì 
l  =  —  54  j/TTa  '  essendo  A  =  Si  —  27  g,  > 

e  g2,  g,  gli  invarianti  della  forma  biquadratica  sotto  il  radicale  nell'integrale  ellittico. 
Posto 

J=£-,  quindi  /  —  I  =  3lIl 
J  A    '   M  '  A       ' 


*)  [LXXV  :  t.  II,  pp.   193-198]. 

**)  [Mathematische  Annalen,  t.  XIV  (1879),  pp.  m-172  (pag.  148)]. 
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quel  valore  di  (  può  anche  esprimersi  come  segue 


(2)  t=-  6  f3  fi  -  /  . 
Derivando  la  equazione  (1)  rispetto  a  t,  si  ottiene  la 

/'0')^  +  4>'  =  o; 
ma  per  la  stessa  (1)  si  ha  che 

7/' 60(2?'  -  29)'s  +  139/  -  i87v  +  7/)  =  7(t'  —  108); 
quindi,  ponendo 

Yy'  =  (??  —  29/  +  139/  -  187;'  +  jt)Yy, 

si  giungerà  alla 

(3)  14(108-0^  =  *?. 

ed  anche  per  la  (2)  : 

i68f3jvr=7d-lj-  =  vf. 

Derivando  la  espressione  Yy'  rispetto  a  t,  si  ha  dopo  breve  calcolazione  che,  posto 

YJ<  =  {f  —  1 1  y  +  33) jf  Yy,      Yy'T'  =  (/  -  9/  +  14) Yy, 

si  ottiene  la 

(4)  14(108  -  Od-^-  =  -  7(108  -  f)Yy  -  *tY?  +  ittf?'  -  48V/77 , 

e  siccome  si  hanno  altresì  le 

(  I4(I08-o^f-  =  -u(n/7'-i2i/7r'), 

G)  d  nr. 

(  14(108  -  f)_n_  =  32tV  4-  81  (//'  -  9»^ , 

ne  risulta  che  le  funzioni  indicate  con  Yy'  ,  Yy"  ,  \'y'"  si  potranno  esprimere  con 
yy  e  le  sue  derivate  prima,  seconda  e  terza  rispetto  a.  t.  1  valori  di  ciascuna  delle 
y',  y",  y'"  saranno  perciò  radici  di  equazioni  modulari  Jacobiane  dell'ottavo  grado,  e  po- 
nendo 

Yy  =  P  Yy  +  q  Yy'  +  >■  Y7'  +  *  Yr  . 
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nella  quale  p,  q,  r,  s  sono  costanti  rispetto  ad  y,  la  equazione  dell'ottavo  grado  in   Y  sarà 
la  più  generale  di  questa  specie. 

Dalle  equazioni  (3),  (4)  si  deduce  la 

i42(io8-O2^^-28o(io8-O^  +  7(io8-OI/>7=40^-i2>/777), 
la  quale,  per  le  (5),  dà: 

(0  308008-0^-440^+1^7^-8^; 

ed  analogamente  : 

196(108  -  n-$-  -  II2'-M~  +  55^7'  =  11  •  14-  16  .  24^  . 

Da  quest'ultima  ricavasi  per  mezzo  della  precedente  il  valore  di  )/y"  in  funzione 
di  \fy  e  delle  sue  derivate  prima,  seconda  e  terza  ;  il  qual  valore  differenziato  nuova- 
mente rispetto  a  t  condurrà  per  la  (6)  alla  seguente  equazione  differenziale  lineare  del 
quarto  ordine  : 

l6.7'(io8-/7^-  128.  73(I08-0/^+  120.  f(i}t>-  508)^ 


+ 


16. 1371  '— jf 57  ry  =  0. 


Notiamo  da  ultimo  che,  per  la  proprietà  caratteristica  '  delle  equazioni  modulari 
qui  considerate,  le  espressioni  yf ,  y'',  y"\  y"n  saranno  radici  di  equazioni  Jacobiane 
dell'ottavo  grado. 

1   dicembre  1878. 

[G.]. 


CXXXVI. 
SULLA  EQUAZIONE  DELL'OTTAEDRO. 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Zincai,  serie  III,  Transunti,  volume  III  (1878-79),  pp.  233-137. 


1.  Rappresentando  con  F(x,,  xj  una  forma  binaria  del  sesto  ordine,  suppongo 
che  per  essa  il  covariante  biquadratico  (F  F)^  sia  identicamente  eguale  a  zero. 

È  noto  *)  che  per  questa  sua  proprietà  la  forma  F  è  il  covariante  di  sesto  or- 
dine di  una  forma  biquadratica  /,  e  che  indicando  con  H,  0,  A  i  due  covarianti  e 
l'invariante  della  medesima 

H=^(FF\,        Q  =  2(FH),         A  =  ^(FF)t, 

si  ha  la  relazione  identica  : 

(i)  0*  +  4H'  +  ^P  =  o. 

Sieno  per  la  forma  biquadratica  / 

fc  =  -r(/A.      e  =  2c/*o 

i  due  covarianti  di  quarto  e  di  sesto  ordine,  e  g1 ,  gi  i  due  invarianti  ;  fra  queste  cinque 
espressioni  sussisterà,  come  è  noto,  l'equazione  identica 

V  =  -  4»  +  g2hf  -  gìf, 


*)  Clebsch,   Thiorie  der  binateti  algtbraischeii  Formen,  Leipzig  1872,  pag.  447. 
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e  siccome,  per  quanto  si  è  rammentato  sopra,  si  ha  F  —  9,  sarà 

(2)  F*=-4h>+gtbf-gìr, 

dalla  quale  : 

tf=-7M2-3^/-r-^f)> 

(3)  e  =  ^M5  -  7tf*7+i*,*,  V  +  àGrÌ-  54^)/']- 

Sostituendo   questi  valori  di  F2,  H,  0  nella   equazione  identica   (i),  si  ottiene  la 
relazione  : 

(4)  A  =  i*>         Posto         ì  =  gl  —  27g)- 

2.  La  equazione 

(5)  AW  +  ±AlF*=o, 

fra  x  =  — '-  e  /,  può  denominarsi,  dopo  i  lavori  di  Schwarz  e  di  Klein,  la  equazione 
dell'ottaedro  *).  Essa  è  evidentemente  del  grado  24°  rispetto  ad  x,  ma,  siccome  dimo- 
streremo or  ora,  è  risolubile  algebricamente. 

Infatti,    per  la    relazione   (1),    si  può    porre   la   equazione    stessa    sotto   la    forma 
seguente  : 

dalla  quale,  estraendo  la  radice  e  sostituendo  per  F2,  &,  A  i  valori  (2),  (3),  (4),  si 
deduce  la 

g,  »  —  i  g\  Vf  +  7  g,  g-,  bf  +  7T6(£\  —  54  gp/3  = 

±  -L^v^^Dc-  4/;'  +  fl*/«  -  gìn 
121 3 

od  introducendo  una  nuova  indeterminata  %  legata  alla  x  dalla  equazione 

(6)  &  +  */=o 
del  quarto  grado  in  x,  si  avrà,  dividendo  per  p,  la 

(7)  <KO±»?C0  =  °, 


*)  Schwarz,  L"J>e;  iiejenigen  Falle,  in  welchen  die  GAUSsiscbe  hy per  geomtlriscbe  Reihe  eint  alge- 
braischt  Function  ihres  vierten  Elementes  darstelll  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t.  LXXV  (1873),  pp.  292-5 35]. — Klein'.  Ueier  Unire  Formen  mit  linearen  Transformationcn  in  sich  seìbst 
[Mathematische  Annalen  t.   IX  (1876),  pp.   183-208]. 
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essendo 

(  KO  =  g^  +  T^k2  +  ig2g}t.  —  Zite  —  54 ?!)» 

(8)  x       ,- 

I  ?(0  =  4^5  -  g,i  —  g}>      m  =  — ^=v»0  — 0- 

\  12  V3 

Le  ventiquattro  radici  della  equazione  dell'Ottaedro  si  otterranno  così  dalla  riso- 
luzione delle  due  equazioni  del  terzo  grado  (7)  e  da  quella  della  equazione  del  quarto 
grado  (6). 

Si  osser%d  che,  indicando  con  G1 ,  G,  gli  invarianti  della  forma  biquadratica  primo 
membro  della  equazione  (6),  si  hanno,  come  è  noto,  i  valori  : 

pei  quali,  ponendo 

A  =  G>  —  27  Gj , 

si  ottiene  la 

(9)  t '1  =  ^(0^, 

essendo  ^  (^),  9  (^)  le  espressioni  superiori  (8). 

Per  queste  relazioni  la  equazione  (7)  si  trasforma  nella 


't  —  1 


(7')  G,±  -Lj/L_L/I=o, 

dalla  quale  si  ha  tosto 

,      N  G' 

(io)  /  =  -T- 

Differenziando  quest'ultima  rispetto  a  \,  si  giunge  alla 

d<  -     ^  g^g  w 


ossia,  per  le  (7'),  (9),  (io)  : 

di 

-41 

v^  !*  . 

(ii)                                       *                - 

t'Yt  —  i 

?'(0 

ma  dalla  relazione  (6)  si  ha  : 

di  _         fi)'  —  fh 
dx                     f 

=  - 

1  0               1    F 

2  f  -          2    f  > 
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F2 

e  d'altra  parte,  per  le  (2),  è  o(^)  =  -~-  ;  si  otterrà  quindi 

d  z  1       d  x 


?  3(0  YF(x) 

cioè  la  superiore  (11)  condurrà  alla  seguente: 


t3Yl-i  \'F(x) 

vale  a  dire,  se  la  forma  binaria  F  ha  la  proprietà  indicata  al  principio  del  n°  1,  l'in- 

n    àx 
1 Per 


tegrale      /  -5 — - —  per  mezzo  della   trasformazione   algebrica  (5)  si  può   ridurre  all'in- 


tegrale ellittico. 


3.  Ricavando  dalla  equazione  (11)  il  valore  di  -£-,  se   introduciamo  per    brevità 


la  notazione 


d'Ioga  (dìog^ 


J*2  2     \         d* 

si  ottiene  facilmente  la  relazione  : 


[^  =  W  +  W^  +  JK^)^WirY?''~29'2)(^)'' 


ma  si  ha  tosto  che 

390"  —  29"  =  —  24  G2  ; 

inoltre  per  le  (9),  (io),  (11)  si  ha: 


quindi 


Questa  equazione  differenziale  del  terzo  ordine  ha  evidentemente   per  integrale  la 
equazione  (7)  o  la  (io). 


f\dt) 

I               ! 

48    '(l 

[ 

-0' 

-   4     . 

3           , 

4 
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D'altra  parte  la  (6)  dà  *)  : 
quindi 

1  ^\dt)        32  j(l  —  0  ' 

e  siccome 

r  -,  1  —  y  ,     1  —  v1        x2  —  ji.2  -|-  v2  —  1 

LxJ'  —  ~T?     *"  2(1  -  ty  2/(1  -  0       • 


si  otterrà  infine 


nella  quale  /  =  —  ,  u.  =  —  ,  v  =  —  ,  come  è  noto  pei  lavori  sopra  indicati. 
342 

4.  Supponendo  f  =  xj  -j-  xj,  si  hanno  le 

6  =  -F  =  *,  *a  0!  —  *D> 

cioè  la  forma  F  considerata  dal  prof.   Schwarz  nella   Memoria   sucitata.  Le  equazioni 
(6),  (7)  diventano  in  questo  caso  le 


36?  —  1  ±61/3  0—  ÌM4*2-  0  =  o; 
inoltre,  essendo 

si  avrà  per  la  (io)  : 

I       (12^+1)3  I        (I   +    I4X'  +  .V^ 

108^(4^  —  i)2  108  .V4(l  —  X4)4 

1  giugno  1879. 

[G.]. 


*)  Vedi  una  lettera  da  me  diretta  al  prof.  Klein  nel  1876,  Extrait  d'une  lettre  ài  M.  F.  Brioschi 
ò  M.  F.  Klein  [Mathematische  Annaleu,  t.  XI  (1877J,  pp.  111-114]. 


CXXXVII. 

SOPRA  UNA  CLASSE  DI  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  INTEGRABILI 
PER  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  III,   Transunti,   volume  IV  (1879-80),  pp.   241.246. 


1.  Le  equazioni  differenziali  lineari  d'ordine  superiore  al  secondo  considerate  in 
questo  scritto  furono  in  questi  ultimi  mesi  argomento  di  interessanti  ricerche  dei  si- 
gnori Picard,  Hermite,  e  Mittag-Leffler  *).  Il  metodo  da  noi  seguito  differisce  però 
sostanzialmente  da  quello  degli  indicati  autori,  e  conduce  più  facilmente  alla  determina- 
zione di  certe  due  relazioni,  la  quale,  come  vedremo  più  avanti,  costituisce  lo  scopo 
principale  che  si  ha  di  mira  nello  studio  di  questa  classe  di  equazioni  differenziali. 

Posto 

?(>')  =  4*'  —  g2x  —  g., 
e 

2  x  —  l 

si  dimostra  tosto  essere 

(2)  <KC*)-H't^  =  «*  +  £. 


*)  Picard,  Sur  une  classe  d'équations  diffèreniiMes  linèaircs  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie  des  Sciences,  t.  XC  (1880),  pp.  128-13 1].  —  Hermite,  Sur  quelques  applications  des  fonctions 
eìliptiques  [Ibid.,  pp.  643-649,  761-766].  —  Mittag-Leffler,  Sur  les  èquations  diffcrentieìles  ìinéaires  à 
coefficients  doublement  périodiques  [Ibid.,  pp.  299-300]. 
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Si  indichino  ora  con  At ,  A2,  ...  Ar  le  seguenti  espressioni  : 
At  =  (*  +  <],(*), 

A2    =    A\    +     ^.  ^9  » 


j,  =  4  ^r_,  +  ^'r_,  Y^, 


nelle  quali  (;.,  $  sono  due  indeterminate  costanti  rispetto  ad  *  ;  A\ ,  A'2,  ...  sono  i  coef- 
ficienti differenziali  di  A1}  A2,  ...  rispetto  ad  x,  e  Yy  è   scritto  per    brevità  in  luogo 

di  i^?7). 

Dalla  seconda  delle  relazioni  (3),  avuto  riguardo  alla  (2),  si  ottiene  la  seguente: 

(4)  A2  =  2\>.Ai  -\-  2x  +  ;  —  i>.\ 
e  da  questa  si  deduce  pel  valore  di  A    la 

A   =  2  iì  ^2  -L-  (2  x  -f-  ;  —  (t1)  At  -{-  2  Yy. 

Sostituendo  in  quest'ultima  per  ^42  il  valore  (4)  trovato  sopra,  ed  osservando  che 
per  la  (1)  si  ha  : 

(5)  Y9  =  ^  +  2  (x  -  e)  (A,  -  rì , 
si  giunge  alla 

(6)  ^  =  (6*  —  a)Al  —  b, 
posto 

(7)  «  =  3@  -  I*1).         *  =  ^  -  6;,.;  -  iVtfft  . 

Col  procedimento  indicato  dalle  relazioni  (3)  si  deduce    dal    valore   (6)    di   A    il 
seguente  valore  di  A  : 

A^  =  (6x  —  fl)J1-|-(6l/?  —  6)^,, 

nel  quale  sostituendo  per  A2  il  valore  (4)  ed  osservando  essere 

(8)  A,  fi  =  [2  |t  (.v  -  ;)  -  1 7(0]  4  +  2x»  +  f  ax  +  f  a'  -  ftp  -  ±gì , 
si  giunge  alla 

(9)  ^4  =  2(i2|*x  -f  &)<4,  +  24X*  +  4«x  +  a'  —  6&p  —  3&. 
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Analogamente  si  troverà  : 

Ai  =  (1 20  x1  —  20  a  x  —  j  a1  -\-  10  b  [)-  —  3  g2)  Ai 


(10) 

—  20  b  x  -j-  4  (a  (a2  —  6  &  pi  —  3  gj  —  —ab, 

e  così  di  seguito. 

2.  Indicando  con  ao ,  a: ,  Po ,  (}_  ,  (ì2 ,  ...  delle  costanti  o  dei  coefficienti  numerici, 
si  vogliano  ora  determinare  le  medesime  per  modo  che  risulti  identicamente 

00  4  +  («o+a,*M  +  p0+ p,*+ p,v?=  0. 

Sostituendo  nella  medesima  per  ^4  il  valore  (6)  e  per  ^p  il  (5),  essa  riducesi 
evidentemente  alla  forma 

LAl  +  Af  =  o, 

essendo  L,  M  funzioni  intiere  razionali  di  x. 

Affinchè  la  equazione  (11)  sia  soddisfatta  identicamente,  dovranno  quindi  essere 
eguali  a  zero  i  coefficienti  delle  varie  potenze  della  x  in  L  ed  in  M;  cioè  nel  caso 
attuale  si  avranno  le  quattro  equazioni  : 

P,  =  -K«,  +  6),      P,  =  -t(«.  +  0. 

«o  =  -(»,  +  3)?  -  3lA        ^o  =  t[4I*3  +  »«,|»5  +  («,  +  2)^J- 

Introduciamo  ora  la  condizione  che  i  valori  delle  £,  p-,  i  quali  si  ponno  dedurre 
dalle  equazioni  superiori,  od  almeno  quelli  di  una  di  esse,  sieno  in  numero  di  tre.  Eli- 
minando la  [a  dalle  ultime  due  equazioni  si  vede  tosto  che  questa  condizione  non  può 
verificarsi  se  non  è  a(  -|-  6  =  0;  salvo  il  caso  in  cui  fosse  xt  -f-  3  =  0,  nel  quale  la 
ao  non  contiene  più  la  £. 

Nel  primo  caso,  la  equazione  (11)  diventa: 

(12)  4  +  («„  —  6*)4  +  P„  =  o, 

ed  i  tre  valori  delle  £,  [/.  sono  dati  dalle 

(13)  ao=3(S  — (0>         £0=  2C-'  —  6p-Z  —  2^V(0- 
Nel  secondo,  si  ha  dalla  (11): 

(14)  4  +  (*o—  3*)^,  +  P.+  P,*-t»'?=0. 
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essendo 

a 

(15)  ^  +  3«o  =  °.         V-  =  —  y. 

ed  i  tre  valori  di  \  sono  dati  dalla 

00  Bo  =  2p5  —  3(iS  —  t^?(0- 

Osserviamo  infine  che,  se  nel  primo  caso  si  suppone  p0  =  o,  e  quindi  la  equa- 
zione (12)  riducesi  alla 

(17)  A}  +  (*0  —  6x)4  =  o, 

si  ha  un  solo  valore  di  \,  cioè  : 

(18)  \  =  — -* '-zi         e  quindi         m.    = — — *    °Sl   , '-&-  . 

9     3  g2  —  ao  9  3g,  —  *o 

Si  noti  che  le  equazioni  (12),  (14)  si  ponno  trasformare  l'ima  nell'altra,  solo  che 
nella  trasformazione  mutano  i  valori  delle  costanti,  si  ottengono  cioè  differenti  equazioni 
per  la  determinazione  delle  £,  \l. 

Infatti,  se  prendiamo  siccome  punto  di  partenza  la  relazione  (6)  ossia  la 

(19)  A}  +  (a  —  6x)At  +  b  =  o, 

nella    quale  le  a,  b  hanno  i  valori    (7),  si  ha   dapprima    che    la    (12)    coincide    colla 
stessa,  se  pongasi 

ao  =  a,         po  =  b, 

cioè  le  <xo ,  po  abbiano  i  valori  (13).  In  secondo  luogo,  se  alla  stessa  (19)  si  aggiunge 
l'equazione  identica  [vedi  la  (5)] 

3(.v  -  É)(4  -  ;,)  +  i-V^S)  -  \V9  =  0, 
si  ottiene  la 

A.  -f-  (a  —  3  ;  —  3  x)  At  -\-  b  -\-  3  |a  ;  -f-  -}  \  9  (;)  —  3  u.  x  —  ~  \'y  =  o , 
la  quale  posta  a  confronto  della  (14)  dà  : 

Ko  =  a  —  3^  =  —  3H-%         P,  =  —  3  f*> 

Bo  =  *  +  3l*5  +  ^t^)> 

ossia  le  (ij)  e  la  (16). 
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3.  Sia  ora 

^  +  («0  +  *.  *)A  +  (P.  +  P,  -v  +  M7?)^,  +  Yo  +  Y.  *  +  Yj'?  +  T,?'  =  o; 

seguendo  il  metodo  indicato  più  sopra  si  otterranno  fra  le  costanti   ao ,   a, ,  ...  e  le 
£,  (i  le  cinque  relazioni  : 

2KP,  +  a,  +  I2)  +  P,  +  2Y,  =  o, 

P,+  a.  +  I2  +  éYj  =  °> 

(;  —  |i")(aPi+  a.  +  I2)+  2ao  +  Y,  —  2e-Y*  =  °> 

4(*;  +  2f*l>o  -  (P«  +  6K1  +  Po~  »T,5  -  (P,  +  4)^9(0  =  o, 

3  ^  +  e-2  [-0  -  2  (P,  +  9)  5]  -  2 1*  [y,  ;  +  (P,  +  6)  t/KT)] 

—  Yo  +  tOy,  +  P,  +  é)^  -  ao^  -  (*P,+  9)$*  -  Y^KO  =  0. 

La  condizione  che  le  ;,  [a,  od  una  almeno  di  esse,  abbiano  quattro  valori  dà  ori- 
gine ai  seguenti  quattro  casi  : 

Caso  I.  —  Se  k  -f- 12  =  O,  [i,  =  0,  P2  =  o  ;  sono  anche  ya  =  y  =  0,  inoltre  : 

2  a    -)-  y    =  O, 

4^  +  2y.(ao  —  6;)  +  p0  -  4VW)  =  0, 

3  P4  +  F-'Oo  —  l80  —  12M ''?(0  —  Yo  +  3g*  —  *oZ  —  9-2  =  °> 
e  si  ha  : 

A4  -f-  (x0  —  12 x) At  +  (i0^,  -j-  Y0  —  2v.ax  —  0. 

Caso  II.  —  Se  oc,  -f-  8  =  0,  y  =  o  ;  sarà  (i2  -j-  4  =  0  ;  quindi  : 
P,  +  2Y,  =  °. 

—  4(;  —  :0  +  2ao  +  y,  -  2p-y2  =  °> 
4C-02  —  0  +  21**0  +  Po  —  2yJ  =  o. 

Da  queste  ultime  due  si  deduce  la 

'iAJ-  —  ^0=  2Y20-2  —  0» 
per  la  quale  la  prima  di  esse  diventa  : 

2  *0Ya  +  Y.  Ya  —  2  V-  YÌ  +  2  r1  Yi  —  2  ^o  =  °» 
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che  si  decompone  nelle  due  : 

Y,  =  T*  »         2  «o  T2  +  T,  Y,  —  2  p0  =  o. 
Si  hanno  così  fra  i  coefficienti  le  tre  relazioni  : 

T,  =  -^,,  Y,  =  7^'  80,^  +  ^+16^  =  0, 

e  le  due  equazioni  fra  le  ;,  y.  : 

4(H-;  —  0  +  *«„+  7P'  +  $*?■=  °> 

o  sostituendo  nella  seconda  il  valore  di  *0  dato  dalla  prima  : 

2^-  i2\?l  —  8[t^)-65a  —  P.Dt'  -  3,^-lW)] 

-  7  ^0-2  —  0  —  2  To  +  2^  =  0- 
Colle  condizioni  superiori  sarà  : 

^  +  («e  -  8*)4  +  (P.  +  P,*-  4l/?)A  +  To  +  7K*  -  T  P.1^  =  °- 
Caso  III.  —  Se  a,  +  6  =  0,  y.  =  0  ;  sarà  fi3  +  6  =  0,  P,  +  2ya  =  0, 

6  (:j-2  —  Q  +  2«0  4-  y,  +  P,  p-  =  o , 

4!*3  +  2|tao+  ^0+  P.S  +  2t/o(;)  =  0, 

3,u-4  +  ,u-20o  -  60  +  P.PÉ  -  To  -  ao^  +  3^2  +  tP.V?®  =  0. 

Per  la  condizione  relativa  ai  valori  delle  ;,  y.  dovrà  essere  ^  =  oe  quindi  y2  =  o; 
ciò  posto,  sostituendo  nella  seconda  e  nella  terza  delle  superiori  il  valore  di  ao  dedotto 
dalla  prima,  si  otterranno  le 

6  02  —  l)  +  2*0  +  Y,  =  °. 

2V;>  _  ^.(6  ?  —  Ti)  —  B0  -  2t'?(;)  =  o, 

2Tc  +  T,0-2  —  0  =  °> 
cioè  le  prime  due  equazioni  fra  le  £,  y.  e  la  relazione  fra  i  coefficienti 

I2T0  —  2aoYi  —  Yi  =  °- 
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La  equazione  sarà  in  questo  caso  : 

^  +  (*»  -  **)4  +  (Po  —  eYfìA,  +  Yo  +  Y.*  =  °- 

Caso  IV.  —  Se  oc,  -|-  4  =  o,  $2  -f-  4  =  o  ;  si  ha  y .  =  —  y , 

2  ao  ~t~  Ti    2  f*  Y2  =  °  > 

4  f-3  +  2  !*  (ao  —  2  0  +  P0  —  2  T  J  =  °» 
o  sostituendo  in  quest'ultima  il  valore  di  xo  dato  dalla  seconda  : 

2  (2  (*  +  YJ  G*"  -  S)  +  P0  —  Y«  f*  =  °. 

Questa  è  soddisfatta  ponendo 

2  r1-  +  Y*  =  °>        Po  —  Y.  f*  =  °  ; 

quindi  si  hanno  fra  i  coefficienti  le  relazioni  : 

Y,  =  tP.>        4P0  +  P.T,  =  «,         8\  +  4T,  +  P:  =  o, 
e  le  £,  p.  saranno  date  dalle 

V-  =  —  7P,.    2^4  —  O2  —  ;)y.  —  8!^  —  4,"-t/?(;)  —  2^2  —  2Yo  +  f  g,  =  o, 
e  con  queste  condizioni  si  avrà  : 

^  +  (*„  -  4  -v)  ^2  +  (Po  +  P,  -v  -  4  Vi)  Ax  +  y0  +  Y,  *  +  7  P.  t^?  -  f  ?'  =  0. 

Anche  qui  ha  luogo  la  osservazione  già  esposta  sul  finire  del  n°  2  rispetto  al  tra- 
sformarsi l'una  nell'altra  delle  equazioni  superiori. 

4.  Dalla  equazione  (19),  rammentando  le  (3),  si  ottiene  tosto  la 
J4  +  (a  -  6  .v)  A2  -f  (b  —  6Vl)A1  =  o, 
nella  quale  le  a,  b  hanno  sempre  i  valori  (7).  Ora,  se  in  quest'ultima  poniamo 

a  —  x0  ~T~  7  Ti  >         &  =  Po  —  Ti  "-  ' 
si  avrà  pel  valore  (4)  di  A2  la  seguente  : 

(20)  A,  +  (ao  -  6  x)  A2  +  (i0  -  6  Vi)  Ai  +  Yc  +  Y, *  =  °> 

vale  a  dire  la  relazione  trovata  nel  caso  III  considerato  al  n°  3. 
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Ora  importa  qui  osservare  che,  per  la  (19),  le  due  equazioni  (7)  che  danno  i  tre 
valori  di  \  e  di  \>.  si  possono  porre  sotto  la  forma  : 

l  —  V-'  +  f«,         l7?  (0  =  —  2ji5  —  flft  —  ~b, 

mentre,  per  la  (20),  i  quattro  valori  di  e  e  di  (/.  sono  dati  dalle 

£  =  l^  +  T(23to+Y.).         ^?(0  =  —  2f^J  -  «„|i  —  7  Po'» 

si  può  quindi  concludere  che  sì  nell'uno  che  nell'altro  caso  le  relazioni  fra  \  e  p.  sono 
della  forma  : 

g  =  ,i'  +  «,        |^  =  _afi*  +  P|t  +  y, 

essendo  a,  p,  y  tre  costanti. 

5.  Indicando  con  e,,  e2,  e    le  radici  della  equazione  <p(*)  =  0,  se  poniamo 

x  —  e,         ,,      ,  ,,        e,  —  e, 

=  i  sn  a,         k   =  — ■  , 


si  ha  facilmente  che,  dalla 

, -fzw 

y  =  Vx  —  l .  e       , 
nella  quale 


z(.v)=  r'«>-s>-±®dx. 


si  ha  : 

dry   _  ATy 

d  u'  s.  ' 

Le  relazioni  lineari  trovate  sopra  fra  le  At  ,  A2 ,  .  .  .  conducono  quindi  ad  altret- 
tante equazioni  differenziali  lineari  d'ordine  superiore  al  secondo  integrabili  per  funzioni 
ellittiche. 

In  altro  lavoro  di  prossima  pubblicazione  daremo  le  formole  generali  di  queste 
equazioni  *). 

6  giugno  1880. 

[G.]. 


*)  [LXXVIII:  t.  II,  pp.  209-213]. 


CXXXVIII. 
SULLA  ORIGINE  DI  TALUNE  EQUAZIONI  DIFFERENZIALI  LINEARI. 


Atti  della  B.  Accademia  dei  lincei,  serie  III,  Transunti,    volume  VI  (1881-82),   pp.  42-47. 


1.  Consideriamo  la  equazione  differenziale  lineare  del  secondo  ordine 
(1)  y"  +  py'  +  qy  =  o, 

nella  quale  y'  =  -A-  ,  y"  =  -j-=j  e  P'  ?  sono    funzioni  di  x.  Sieno  yt ,  y2  due   inte- 
grali fondamentali  di  essa  ;  si  hanno,  come  è  noto,  le 

y*y\  —  ?./»=  Ce       »   ì  — 


ffd*         y\y"  —  y\y'\ 


y>y,  —y,y1 

essendo  C  una  costante.  Suppongasi  ora   che  fra  la  x  ed   una  nuova   variabile  ^  sus- 
sista la  equazione 

(2)  f(i,  x)  =  o, 

si  potranno  considerare  le  ys ,  y2  siccome  funzioni  di  ^  e  si  avranno  le 
.        dy,    ,  ,,       d2y,    ,,    .    dy,    ,, 

ed  analogamente  per  y2 ,  per  le  quali  : 

fpdx 

(3)  *     *'  =  ?C0.      q  =  Htìi\ 

brioscbi,  tomo  IH.  49 


386  SULLA    ORIGINE    DI    TALUNE    EQUAZIONI    DIFFERENZIALI    LINEARI. 

posto 

^1  d'y,        dyt  d'y2 
di    d^1         di   di* 


(4)  T(0  =    <h±_    <h±'     *(°-  ~ùT 

y>  di        y'  di  y'  di        y'  di 

Differenziando  ora  logaritmicamente  la  prima  delle  (3),  si  ottiene  la 

(5)  *"+K  =  «fck'J> 

nella  quale  : 

co  .w-^. 

e  differenziando  di  nuovo  la  penultima  si  avrà  : 

<"  +  Pl"  +P'<  =  *'Ctk'3  +  2a(i)i'i", 
ed  aggiungendo  a  questa  la  penultima  stessa  moltiplicata  per  2p,  si  giungerà  alla 

(7)  ,  ?"  +  m"  +  (p'  +  2p1)?  =  Hdi!ì, 

essendo 

(8)  K0  =  «'C0  +  2«I(0- 

Ripetendo  la  stessa  operazione,  differenziando  cioè  la  (7)  ed    aggiungendo  al  risultato 
la  (7)  medesima  moltiplicata  per  3  p,  si  avrà  : 

(9)  iiv  +  6pi'"  +  (4P1  +  up*)i"  -j-  fp"  +  7p/>'  +  6/>0*'  =  c(0^'4, 

posto 

0")i  'CO  =  *' (0  +  3*00*00, 

e  così  di  seguito. 

D'altra  parte  dalla  seconda  delle  (3)  si  deduce  la 

e  se  a  questa  si  aggiunge  il  valore  di  q  moltiplicato  per  2p  si  avrà,  per  la  (5)  : 

(11)  q    +  ipq  =  y.{l)ì\ 

nella  quale  : 

Analogamente  si  otterrà  : 
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dove  : 

04)  P(0  =  «'(0  +  3«(0«C0. 

e  le  altre  che  derivano  dal  ripetere  la  stessa  operazione. 

Sieno  ora  lo ,  /, ,  12 ,  ...  dei  coefficienti  numerici  ;  le  equazioni  differenziali  (7), 
(11)  ed  il  valore  di  q  conducono  tosto  alla 

<"  +  3Pl"  +  (/>'  +  2f  +  loq)l'  +  /,(?'  +  2pq)i 
ossia  la  ^  soddisferà  la  equazione  differenziale  lineare  del  terzo  ordine 

(15)  *"'  +  spi"  +  Q>'  +  ip1  +  Uk'  +  W  +  zpq)i  =  o, 

se  fra  le  funzioni  9  (^),  <J<  (7)  sussiste  la  relazione 

00  *(0  +  J.K0  +  U«(d  =  o. 

Operando  nello  stesso  modo  sulle  (5),  (9),  (11),  (13)  si  otterrà  la  equazione 
differenziale  lineare  del  quarto  ordine 

/        ilv  +  6p~x'"  +  (4p'  +  np2  +  i0<i)i" 

(17)  +lP"  +  7PP'  +  6pì  +  loPq-\-lXq'  -h2Pq)]l' 

\   +  *,[(?'  +  2??)'+  ìPQ}'  +  2P?)]^  +  ^  =  O, 
quando  sussista  la 

(18)  e(0  +  i„*(O«(0  + 1,«(0  +  i,P(0i  +  W<k  =  °- 

Nello  stesso  modo  ed  alle  stesse  condizioni    si  avranno  equazioni   differenziali  in  ^  di 
più  alto  ordine. 

Queste  equazioni  differenziali,  per  certi  valori  particolari  dei  coefficienti  numerici 
^o>  K>  K  sono  già  note;  per  esempio,  se  nella  (15)  si  suppongono  1o  =  4,  lt  =  2, 
la  £  che  soddisfa  quella  equazione  è  una  forma  quadratica  a  coefficienti  costanti  degli 
integrali  fondamentali  yt ,  y2;  se  nella  (17)  si  suppongono  lo  =  io,  /,  =  io,  l2  =  3, 
Z.  =  9,  la  ^  è  una  forma  cubica  degli  stessi  integrali  e  cosi  via. 

2.  Applichiamo  questi  risultati  alla  ricerca  di  talune  equazioni  differenziali  lineari 
che  si  incontrano  nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche.  Indicheremo  con  x  l'invariante 
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assoluto,  ossia 


_  ±  (i-*'  +  »y 

27  *«*'« 


e  con  ^  la  espressione 

nelle  quali  le  >.,  V,  &,  £',  [a  =  -r-j-  hanno  le  indicazioni  date  a  quelle  lettere  da  Jacobi. 
È  noto  che  nella  trasformazione  del  quinto  ordine  la  relazione  (2)  fra  x  e  ^  si 
presenta  sotto  l'una  0  l'altra  delle  seguenti  forme  : 

nelle  quali 

P=t»_IO^  +  5,  Q  =  ^-22^+I25,  8  =  ^-4^—1. 

Dalla  prima  di  esse  si  ha  tosto  : 


dx  P2     (      dP       ,p\ 


e  siccome 


dP  D  P 

7j 2P=I0Ì?, 

si  giungerà  alla 

dx_  _  5      PZR 

d^  2  .  122     ^7 

D'altra  parte  dalle  (20)  si  ottiene  : 

tofjx^  \/T=-x  =  -L-  ?1*£: 

2.I22         l' 

sarà  quindi 

(21)  eo^x1  |/i  —  x  1  =  —  QT, 
ossia,  ponendo 

(22)  p  = 


1     4  —  7* 


6   -v(i--v)  ' 

si  avrà  : 


Cpdx  j. 
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la  quale  posta  a  confronto  colla  prima  delle  (3)  dà  : 

Pongasi 
(23)  q  = 


x(i  -  -v)   ' 


indicando   con  m  un    coefficiente  numerico  da   determinarsi  ;  ora,  essendo   per  l'equa- 
zione (21) 

1  ,     -v J  1' 2 

—  60  .3     f>     » 


A(I    -  .V) 

si  avrà  per  la  prima  delle  (20)  : 


1  .!*■>, 

3°  zrnl 


x(i  -  x)  ~       3    ?Q v' 
e  quindi  dal  confronto  colla  seconda  delle  (3)  si  avrà  : 

f(0  =  —  ì°2"1yq  ' 

Ottenuti   cosi  i  valori  di  y(j)  e  di  <{<(:()>  si  deducono  dai  medesimi,   per    questo 
caso,  i  valori  seguenti  : 

pei  quali  la  equazione  di  condizione  (16)  diventa  la 

^Q"(0-2.3o2,w(/0P+  ioi,B)  =  oJ 

e  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  stesse  potenze  della  ^  si  hanno  le 

150 m(l0  -f-  io/,)  =  1 1,         300 /» (/0  -(-  4 /,)  =  1 1 ,         l0  —  2ÌX  =  o, 

di  cui  la  terza  è  conseguenza  delle  altre  due.  Uno  dei  tre  coefficienti  numerici  lo ,  lt , 
m  rimane  perciò  arbitrario,  e  supponendo  Z,  =  2  si  ottengono  i  valori  : 

l  m—      ll 

3600 

Dunque  la  ^  definita  dalla  espressione  (19)  soddisfa    l'equazione    differenziale  del 
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terzo  ordine  (15),  nella  quale  lo  =  4,  J,  =  2;  la  1  eguaglia  cioè  una  forma  quadratica 
a  coefficienti  costanti  di  due  integrali  fondamentali  della  equazione  differenziale  lineare 
del  secondo  ordine  (1),  supposto  che  p,  q  abbiano  i  valori  (22)  e  (23).  La  equazione 
differenziale  (1),  siccome  è  noto,  è  in  questo  caso  ipergeometrica. 

3.  Passiamo  alla  trasformazione  del  settimo  ordine.  La  relazione  fra  ^  ed  x  è  data 
dalle 

-      J-.IH  _    __L  F. 

12'         ^4      '  "~   I2!       ^4     ' 

nelle  quali  : 

fl  =  ;'6-I4<'2  + 63^-70^ -7. 
Osservando  che  si  ha  identicamente 


^4f  +  ^-4P2  =  28tf, 


si  otterrà  dapprima  : 


56  1/3  a-  3  |/i  -xz'  =  -ì,Pì; 
poi  per  quest'ultima  e  pel  valore  di  x  : 

—  —  28  m      ^ 


-v(i-.v)  ^P    ■ 

I  valori  delle  funzioni  <p  (^),  <|>  (^)  saranno  perciò  nel  caso  attuale  : 

56I/3  t  ^ 

supponendo  sempre  le  />,  </  rappresentate  dalle  (22),  (23);  e  da  essi  si  dedurranno  per 
le  a  QO,  b  (^),  ...  le  espressioni  seguenti  : 
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.  .  285         R  ,,  .  284        Q2 

x (0  =  -  ymjrp  '      p(0  =  -  xOT ^p  ' 

per  dedurre  l'ultima  delle  quali  deve  notarsi  essere  identicamente 

Perciò  indicando  con  S  il  numeratore  del  valore  di  e  (^),  e  sostituendo  questi  va- 
lori nella  equazione  di  condizione  (i8),  dimostrasi  dovere  essere 

3.282m|"/0(2(p+  2Zj-\  +  2&ltR  +  14.28  l202  —  3.28*;»/,  Q*l  =  S, 

nella  quale  confrontando  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  ^  si  ottengono  le  tre  sole 
relazioni  seguenti  : 

7.8.9  m  lo  =  37,         7;.8.9  m  /,  =  1 1 .47, 

2.7'.82  m(l2  —  6  mi.)  =  32.i9- 

Delle  cinque  quantità  /0 ,  /,  ,  l2 ,  l  ,  m  due  sono  quindi  arbitrarie.  Pongo 

...  _  J3 


3-4-7 
si  otterranno  le 


*3  =  3^ 


/    =        2-7-37  ;    _  _  2-1 1-47  ;    _.         7-19 

13      '  7.13     '  5.13  ' 

La  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  (1)  sarà  perciò  anche  in  questo  caso  una 
equazione  ipergeometrica  e  precisamente  quella  per  la  quale  le  tre  note  quantità  >.,  f/., 
v  hanno  i   valori  : 

4.  Nella  trasformazione  del  1 30  ordine  si  può  giungere  ad  analoghi    risultati.  La 
equazione  /(^,  x)  =  o  assume  l'una  o  l'altra  delle  forme  *) 

-  1     PQ?  _      _    1    RS' 

I25       l2       '  ~   I2!      l2       ' 

essendo 

P=Z4  —  5v2+  13.         Q  =  l  —  116  +  20^—  i9^2  +  1, 

R  =  1'  —  6ì2  +  13,         S=  -12  —  10^° +  46^  —  io8^6+  122^  —  38^  —  1. 


*)  [V.  CXXV:  t.  Ili,  pp.  307-517  (pag.  316)]. 
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Osservando  alla  identità 


<«  +  ^-^=^ 


si  ottiene  facilmente  la  relazione 


donde  si  deduce  : 


?(0  =  --WJ,5*J  . 

52  V  3 


e  pel  valore  (23)  di  q  si  avrà  : 


HO  =  --*«"»»:/?*' 


^P£ 


Queste  espressioni  di  <p  (^)  e  <]/  (^)  condurranno  col  metodo  sopra  indicato  ad  una 
equazione  differenziale  lineare  del  settimo  ordine  in  £,  di  cui  i  coefficienti  saranno  fun- 
zioni delle  p,  q  e  loro  derivate  rispetto  ad  x. 

4  dicembre  1881. 

[G.]. 


CXXXIX. 

LE  RELAZIONI  ALGEBRICHE  FRA  LE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 
DEL  PRIMO  ORDINE. 


Atti  della  R.  Accademia  del  TMicet,  serie  III,  Transunti,  volume  VII  (1882-83),  pp.   137-140. 


È  noto  che  fra  le  tre  funzioni  ellittiche  sn  u,  cn  u,  dn  u  sussistono  le  due  relazioni 

(1)  sn2  U  -J-  cn2  u  =  1,         k2  sn2  u  -f-  dn2  u  =  i, 

per  le  quali  i  quadrati  di  due  ira  esse  si  esprimono  in  funzione  razionale  intiera  del 
quadrato  della  terza.  Per  le  quindici  funzioni  iperellittiche  del  primo  ordine  la  proprietà 
corrispondente  si  è  che  i  quadrati  di  dodici  fra  esse  si  possono  esprimere  in  funzioni 
razionali  intiere  dei  quadrati  delle  altre  tre. 

Definiremo  le  quindici  funzioni  iperellittiche  nel  modo  seguente.  Posto 

f  Oc)  =  0'  -  *,) (.v  -  x2),         P (x)  =  (a-  _  «,) 0  -  aj, 

QOO  =  A{x  -  «,)(*  -  «4)(.v  -  as),         R(x)  =  P(x)Q(x), 

e  indicando  con  lr  una  quantità  eguale  a  P(a),  se  r  >  2,  ed  eguale  a  —  <20O>  se 
r  ^-  2;  le  espressioni 

p  =.t  =    p,ps    I"        YW7) VRQO       1 

'  *, ^LC*, ar)iXl~aò  CV2    ~    'h)  (X2   Us)  J    ' 

nelle  quali  r,  s  possono  assumere  i  valori  1,  2,  3,  4,  5,  sono  le  quindici  funzioni  iper- 
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ellittiche  del  primo  ordine.  Fra  esse  sussistono   alcune  relazioni   analoghe    alle  (i),   le 
quali  si  possono  ridurre  alle  sei  seguenti.  Le  lettere  [/.,  m,  n,  r,  s  rappresentino  ciascuna 
uno  dei  numeri  i,  2,  3,  4,  5,  ma  differenti  ira  loro,  e  poniamo  per  brevità  (rs^)=ar — at. 
Sieno 


a~o*oW  p 

le  sei  relazioni  sono 


l,  _  1,  w  _  lm  N    _  /. 

(rrì(rs)'     ">  ~  (sy.)(sry  A(mny  A(n,ti)' 


«K  +  Vp'r    +  IP)       =   »> 

NOtfJ.  +  Pi>™  +  YP»)  =  ». 

*/V„,P„,  +  PP„»P™  +  fP.mPsn  =  0, 
*Pp    P^+VP,    Pm  +  TP,    P»  =  °. 

*ÌV    ^,-,  +  PPr    /»«  +  TP,    fc.  =  0. 

Da  esse  deducesi  dapprima  tra  le  nove  funzioni  iperellittiche  la  relazione 

Po.  P,  P, 


P,„,         Pr,„        P, 

ÌPpn       Pm       Psn 

poi  deduconsi  le  altre  tre  : 


_  A  Ow)(r*)0r-)0K)  . 


=  A 


A-p* 


yimijri, 

A  (hj  n)  (r  s) 


y\LJjJs 


(PrmP»—pr.P,J> 


(*) 


A-Pr=  ■7r±5£h(P~P»-P~P*J> 


A(m  »)(5!J-) 


1.    -P, 


VUJjv 


tiu.Pr.-P^PJ, 


A(m  'OO'P-) 
ed  analoghe. 

In  secondo  luogo,  in  virtù  delle  medesime  relazioni,  si  possono  esprimere  le  somme 
dei  quadrati  di  tre  combinazioni  a  due  a  due  di  quelle  funzioni  per  i  quadrati  delle 
altre  tre.  Scegliendo  per  queste  ultime  le  p^ ,  prn ,  psn  ,  si  hanno  così  le 
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M $Plm  +  NlPl  =   !   +  «^  —  N^Pl,,  ~  Mfp)m  =   P, 

N*P»„  +  $P\  =  «  —  «#  -  AW„  +  Àfy/>2m  =  Q, 

IP',  +  M«#.  =  1  -  a/.;  +  N$p'n  -  Mfp*sm  =  R. 

Se  sopra  queste  equazioni  si  opera  una  prima  permutazione  sostituendo  alle  m,  n, 
r,  s  le  s,  r,  n,  m  e  si  indicano  con  at  ,  P, ,  y,  ,  Ms ,  Arr  i  valori  corrispondenti,  si 
ottengono  le 

Nx-ttP~  +  Ml$lp>sn  =  Pl,     #,«,#,  +  &£  =  Qit     YX  +  M.a.p^X,, 

nelle  quali  le  P,  ,   (2,  ,  R,  si  ottengono  dalle  stesse  P,  <2,  P  sostituendo  in  queste  a, , 
P, ,  ...  alle  a,  p,  ....  Operando  di  nuovo  la  permutazione  m,  r,  »,  s,  si  ottengono  le 

M^JL  +  tf,T,&  =  P>,     N,«,^  +  P,tf  =  Q2,     ttf,  +  M,a,#.  =  R2, 

essendo  le  a2 ,  p2 ,  ...  dedotte  dalle  a,  p,  ...  con  quella  permutazione. 
Da  ultimo  la  permutazione  s,  n,  r,  m  conduce  alle 

NìtìPlt  +  MìVìp>,  =  Pì}     N^pl  +  W^Q,,     T,A +  *,«,#.  =  *,• 

Queste  dodici  equazioni  dimostrano  tosto  che  si  possono  dedurre  linearmente  i 
valori  dei  quadrati  delle  dodici  funzioni  pm  ,  pn,  pr ,  ps;  p^m  ,  p  ,  ])(lr ,  p  ;  prm  ,  pn  , 
Pmn  >  Pr,  m  funzione  dei  quadrati  delle  tre  p^ ,  prn ,  ptm  .  I  valori  stessi  sono  : 

(M,  a,  y5  —  M}  x}  y,)p2m  =  M,  a,  R}  —  M,  *}  P, , 

(M,  *,  Yj  -  M.  «3  Yl)£  =  y3  *.  -  T.  *3  > 

(tf«P,  -  N}x}V)p>  =  A«  Q5  -  N^}  Q, 

(.N«VJ-N)«J)p^  =  V3Q-VQì, 

(MM.pp,  —  AA.yy,)/)2,,,  =  M.p.P  — AryP,, 

(M Ai,  p  p,  —  A  A,  y  y,)/>2„  =  M p  P,  —  A,  y,  P , 

(A,  a_  p2  _  Ar2  a2  p,)p=  =  Ar,  a,  Q2  —  A2  a2  Q, , 

(A,  oc,  P2  -  A2  a2  pj^f  =  P2  Q,  -  p,  Q2 , 

(Àfay2  —  M2a2Y)/>;  =  Àfaft,  —  M2*2R, 

(M  a  y2  —  M2  a2  y)^„,  =  Y2  ^  —  T  -^2  > 

(M2 M3 P2 p,  -  A2 A, y2 T,) Pi,  =  M,  ps  P2  -  A2 y2 P} , 

(M2  M;  p2  p   -  A2  A3  y2  Tj)#,  =  M2  p2  P,  -  A;  y,  P2 . 
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Lo  sviluppo  di  queste  relazioni  non  presenta  difficoltà  alcuna;  ci  limiteremo  perciò 
a  quello  delle  due  fra  esse  che  danno  pei  valori  p2m  ,  p]n  le  seguenti  espressioni  : 

essendo 

D  =  G»(0(*(0  —  O'rOO".*)  =  0»r)(ir0  —  ("00  'f0  =  0»«0C*lO  ~  OOOrO- 

Se  ora  osservasi  che  dalla  prima  delle  relazioni  (2)  si  deduce  la 


J(m»)(rO  —  *VPp  +  A(mti)(rs)PrnP'm  ' 

si  vede  tosto  che,  moltiplicando  fra  loro  le  due  precedenti  e  sottraendo  dal  prodotto  il 
quadrato  di  quest'ultima  moltiplicato  per  D2 ,  il  primo  membro  si  annulla  ed  il  secondo 
sarà  una  espressione  del  quarto  grado  in  p ,  prn ,  ptm  .  In  altre  parole  le  tre  funzioni 
/V  '  Pm  '  fim  '  Pe'  quadrati  delle  quali  si  possono  esprimere  i  quadrati  delle  altre  dodici, 
sono  legati  fra  loro  da  una  equazione  del  quarto  grado.  Ponendo 

a  =  (m  ri)  («  s)  (r  [/.),  e  =  (r  s)  (ni  r)  («  u.), 

b  =  (tn  ri)  (m  r)  (s  (*),  d  =  (r  s)  (h  ì)  (»i  p.), 

?  =  0»  ")  0  0  («  0  ("  0.        /;  =  O  :0  («  rO  0  fO  (*  r0> 
e  quindi 

ac  =  g(n  tj.)  (r  fi),         bd  =  g  (m  ja)  (j  {*), 

può  darsi  a  questa  equazione  la  forma  rimarchevole  assegnatale  la  prima  volta  da 
Gòpel,  cioè 

o=i  +  #+  P  +  Z*+2-^XFZ 

nella  quale  : 


Si  possono  sull'argomento  consultare  i  seguenti  lavori  : 
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Weierstrass,  Zur  Tbeorie  der  Abel' scbcn  Functionen  [Journal  fùr  die  reine  und 
angewandte  Mathematik,  t.  XLVII  (1854),  pp.  289-306;  t.  LII  (1856),  pp.  285-380]. 

Rosenhain,  Mémoire  sur  les  fonciions  de  deux  variables  et  à  quatre  périodes,  qui 
sont  les  inverses  des  intégraìes  uìtra-eìliptiques  de  la  première  classe  [Mémoires  présentés 
par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  France,  t.  XI  (1851), 
pp.  361-468]. 

Gòpel,  Theoria  transcendentium  Abelianarum  primi  ordinis  adumbratio  levis  [Journal 
fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXV  (1847),  pp.  277-312]. 

Cayley,  A  Memoir  on  the  single  and  doublé  Tbeta-Functions  [Philosophical  Trans- 
actions  of  the  Royal  Society  of  London,  t.  CLXXI  (1880),  pp.  897-1002]. 

Brioschi,  La  relazione  di  Gòpel  per  funzioni  iperellittiche  d'ordine  qualunque 
[LXXXII:  t.  II,  pp.  247-259]. 

4  febbraio  1883. 

[G.]. 


CXL. 
SOPRA  UNA  CLASSE  DI  CURVE  DEL  40  ORDINE. 


Atti  della  B.  Accademia  dei  Lincei,  serie  111,  Transumi,  volume  Vili  (1885-84),  pp.   164-168. 


1.  La  classe  di  curve  del  quarto  ordine  che  considero  in  questa  Nota  ha  qualche 
importanza  per  sé  stessa,  ma  più  ancora  per  le  relazioni  sue  colla  teorica  delle  funzioni 
ellittiche. 

È  noto  che  qualunque  forma  ternaria  dell'ordine  n,  /(.vi ,  x2 ,  x,),  ha  un  cova- 
riante S(x,  ,  x2 ,  x.)  dell'ordine  4(h —  3)  corrispondente  all'invariante  di  quarto  grado 
trovato  da  Aronhold  per  le  forme  ternarie  cubiche. 

Se  la  forma  /  è  di  quarto  ordine  lo  sarà  pure  il  covariante  5;  si  potranno  quindi 
ricercare  le  condizioni  alle  quali  deve  soddisfare  la  forma  /,  perchè  essa  venga  ripro- 
dotta dalla  5  od  in  altre  parole  perchè  le  /,  S  non  differiscano  che  di  un  coefficiente 
costante. 


Ponendo 


f  1  d\f 

Jr"        2.3.4  dxrdxi  dx,  ' 


4,  =f»J>„-fm,  A  =/„,/„,  -/„,/„,, 

4  =/„,/,„  -/,*I3,  4  =/,.,/„,  -/,„/„,, 

A,  =/,„/,„  -  /?„,  A,  =/„,/,„  -/„,/,„, 

a,  =  /,„/„,  -  /;„ ,  4.  =  /,„/,„  +  /,„/,„  -  »/,„/„, , 

As=L12f„}-f»J2„, 
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il  covariante  S  si  può  esprimere  nel  modo  seguente  : 

f  S  =  ^+  AtA,  +  A}A^  +  AsAb  +  A.A,  +  ^I0. 
Suppongasi  che  per  la  data  forma  /  sieno 

/„3  =  o,       /„,  =  <>,       /,„  =  o,        /,„  =  o, 

si  avrà  : 

~s  =  -  a„  ,/„,/;„ +/,„/,„/;„  +/„,/„,/?„); 

ora  una  forma  /  che  soddisfi  alle  condizioni  superiori  è  necessariamente  la  seguente  : 

/  =  a  x\  ~\~  P  xt  ~\~  T  x\  4~  4  a  x\  -v   -|-  4  è  xj  x,  4-  4  e  x\  x2 , 

e  la  corrispondente  forma  S  sarà  : 

S  =  —  4  [a  è  e  (a  x2  *  -j-  è  x'  x,  -|-  e  x\  x2)  4-  x,  x2  x,  (fi  b2  e  x   4"  y  e2  a  x,  4~  *a'i  x2)] . 

Se  infine  supponiamo  a  =  p  =  y  =  o,  si  ottiene 

S  =  —  fl^f/, 
e  si  ha  il  teorema  : 

La  forma  ternaria  del  quarto  ordine 

f  =  a  x\  x  4-  b  x'  x,  -)-  e  x\  x2 

ha  la  proprietà  di  riprodursi  nel  proprio  covariante  S. 

2.  Consideriamo  la  specie  di  curve  del  quarto  ordine  rappresentate  dalla  equazione 

(1)  /  =  x\  x,  4-  x?  x,  4-  x\  xt  =  o  , 

nella  quale  si  sono   supposte  a  =  b  =  e  =■  i  ,   ciò    che   evidentemente    non    altera  la 
generalità  dei  risultati. 
Sia 

0)  y,xt  +>'2-v24-  y.x.  =  o 

una  tangente  doppia  alla  curva  /=o;  essa,  come  ho  dimostrato  in  altra  occasione*), 
sarà  tangente  comune  a  due  curve  l'una  della  nona  classe,  l'altra  della  classe  dodicesima. 
Per  determinare  le  equazioni  di  queste  ultime  due  curve,  si  indichino  con 

?  C*i  >  xù  =  ° 


*)  Stuiii  analitici  sulle  curi',:  del  quarto  ordine  [LXXI  :  t.   II,  pp.   141-155,  (pag.    143)]. 
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la  equazione  che  risulta  dalla  eliminazione  di  x,  fra  le  (i),  (2),  e  con 

i  covarianti  di  quarto  e  di   sesto   ordine  e  l'invariante   quadratico   della    forma  <p.  Ciò 
posto,  le  equazioni  di  quelle  curve  sono  le 

So  =  0,         59*  —  I2i|'  =  o, 

nelle  quali  <po ,  <J/  ,  S0  sono  i  valori   delle  <p,  <|/,  S  nelle    quali   alle  x,  ,  x3  siensi   sosti- 
tuite le  y2 ,  —  yt  . 

Eseguite  le  indicate  operazioni  si  ottengono  le  equazioni  seguenti  : 

y9,  —  9y6,ylyì  +  l5y\y\y]  —  %y\y\  +  y\y\  =  0) 
iy\*  —  i&y\y\y-,  4~  ll4),(ìyty2-  —  l&y\y\  —  s2y\y\yì~  —  l^y'yly-,  ~\~  iy\y\ =  °> 

per  le  due  curve  della  nona  e  della  dodicesima  classe,  dalle  quali  si  dedurranno  i  va- 
lori dei  rapporti  V,:v2:v.    che  sostituiti    nella   (2)    danno  le  equazioni   delle   ventotto 
tangenti  doppie. 
Pongasi 

f  =  >■     &)'=<■■ 

le  due  equazioni  superiori  diventano  le 

y'  +  15/  —  9V+  1  =8^, 

3/  -  52y'  +  "4/  —  s6y  +  3  =  16^(7  +  1), 

dalle   quali   eliminando  ^2  si  giunge  ad   una   equazione    del   quarto   grado   in  y  che  si 
decompone  nelle  due  : 

y  =  1,        v5  —  83  v"  +  i9y  —  1=0. 

La  prima  dà  anche  £  =  1,  e  per  le  radici  della  seconda  si  ha  £  =  -^O  —  7^)- 
Indicando  quindi  con  ^0 ,  ;y,  ,  y2  le  radici  della  trovata  equazione  del  terzo  grado  e 
con  ;^0 ,  ^, ,  £2  i  corrispondenti  valori  di  £,  si  ha  tosto  che  le  28  tangenti  doppie  sono 
rappresentate  dalle  equazioni  : 


(3) 


zsxl  -\-  z*'x2  -|-  s"x3  =  0, 

4  ± 

E' \ì  Xi  ~f"  ^'Zr' '  X2  ~\~  S"yrX*   —   °J 


nelle  quali  e  =  e  7,  s  può  assumere  i  valori  o,  1,  2, ...  6  ed  r  i  valori  0,   1,  2. 

.moschi,  tomo  III.  S 
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La  equazione  superiore  del  terzo  grado  può  trasformarsi  nella  seguente  : 

(4)  (3)' +  0"'  =  28(1  -9yy-, 

ponendo 

3  y  4-  1  1  •  < 

u— - —  =  3  t  -j-  1,     per  cui    )'  =  — — , —  , 

essa  diventa  la 

V  -\-  t2  —  2  /  —  1  =  0 , 

le  radici  della  quale  sono  le  t  =  a,  b,  e,  posto 

a  =  e  +  s6 ,         A  =  e2  +  £s ,         e  =  e*  +  e3 . 

Le  tre  radici  della  equazione  in  y  sono  quindi  le 

ab2  b  _    e2  e         _  a1 

y°  =  ?a  +  4  =  l7  '         y'  —  9*  + 4  ~~  "^  '         '"  ""  9^4-4  _  "?"  ' 

e  siccome  dalla  relazione  superiore  fra  t,  y  si  ha  : 

'4-2 

e  sono  a  -f  2  =  c: ,  b  -\-  2  =  a2 ,  e  -\-  2  =  b2  ed  ab  e  =  i,  si  ottengono  tosto  le 

i  _^  _    i 

ve  -  -#  »        li  —  -p-  >        *.  —  C7  » 

e  quindi  la  seconda  delle  equazioni  (3)  conduce  alle  tre  seguenti  : 

/   e'.v,  4-  &*'bIcIxi  -\-  s*'b2x  =  o, 
(5)  <   £!  A",  4"  s41  c*  a*  X2  4"  s"  c'  x-,  —  °> 

\   s'-v,  4~  e4'a2A2A'2  4~  £*'  a*x-  =  °> 

equazioni  di  21  tangenti  doppie.  Infatti,  se  indicansi  con  g0,  gJ}  g1}  g.i  primi  membri 
della  prima  delle  (3)  e  di  queste  ultime,  si  ha  facilmente  che  la  forma  ternaria  /  può 
scriversi  come  segue  : 

essendo  g  la  forma  quadratica 

g  =  t2!  x2  4-  -  x2,  -\-  s4**2.  4~  3(£"X2X-  4"  £5'-vi-v;  4"  tU  xi  xù- 

La  risoluzione  della  equazione  (4)  può  anche  ottenersi   sotto    un'altra    torma  che 
merita  di  essere  notata. 


Ponendo 
si  deduce  la 
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4 

-  9y  =  4-  » 


3*+'=^ 


quindi  si  ha  la  equazione  in  v  : 

3  _ 
vi  —  sY  J  v  —  1=0 
e  sarà 

31  -\-  1  =  vVj. 

Sia  p  una  radice  cubica  dell'unità,  e,  posto 


P  =  V  3  P  +  1 >        ?  =  f  3P*+1» 
si  osservi  essere 

3 

Pi  =  fi>      P'' +  q}  —  —  1; 

la  equazione  superiore  potrà  perciò  scriversi  : 

v'  +  P5  ~h  ?'  —  3vpq  =  ° > 

ossia  : 

0  +  P  +  *)(»  +  ?p  +  p2?)0  +  p2p  +  ??)  =  o, 

e  quindi  : 

3a  +  i  =  -p<7(P  +  ?),   3^  +  1  =  —  P?(fP  +  p2?)>   3^+I  =  —  pq(?'p  +  ?q)- 

Ora,  essendo 

, , a  —  2  , b  —  2 


è  —  2  '  e  —  2 

le  equazioni  (5)  si  ponno  trasformare  nelle 

(6)  e'  (e  —  2)  x,  +  e45  (b  —  2)  x2  +  s2i  (a  —  2)  .v,  =  0, 

ed  analogamente  per  le  altre  due  permutando  le  a,  b,  e  ;  si  otterranno  così  le 

S'  Si  *i  +  e4'  Zi  X2  +  E"  £3  X,   ~  °> 

nelle  quali  : 

Xt  =  Pq  +  JL  +  £-t       g=M  +  ll  +  -L,       g_p,  +  J-  +  JLj 
nn   />    '    ^  '         2  Pi  Pi 


4O4  SOPRA    UNA    CLASSE    DI    CURVE    DEL    4      ORDINE. 

giungesi  cioè  per  questa  via  ad  una  trasformazione  della  equazione  /  =  o  già  indicata 
dal  prof.  Klein  nella  sua  Memoria  Ueber  die  Transformation  siebenicr  Ordnung  dir 
elliptischen  Functionen  *). 

3.  Le  espressioni  (5)  conducono  però  ad  un'altra  trasformazione  della  equazione 
f  =  0  che  presenta  maggiore  interesse. 
Ponendo 

(*  —  2)i7,  =  *,  -        0  -  2)£>  =  K  >        0  -  2)£,  =  h,  > 
si  deducono  dalle  equazioni  stesse  le 

j  x,  =  e  h,  -f-  a  /;2  -f-  b  b, , 

7  -v2  =  ''  b,  -{-  e  ba  -f-  a  b  , 

•jx  =  ab,-\-  bh2  -f-  ce  , 

per  le  quali  si  ha  : 

//  =  49  /;,  /j2  /;.  (/;,  -(-  fe,  -f  /j.)  -  F  , 
essendo 

F  =  (/;,  -f  h2  -f  /;.)2  -  7  (/>,  fc3  +  h.  b,  +  fe,  /;,)  , 

saranno  cioè  le  b,  =  o,  /;2  =  o,  h  =  o,  /;,  -f-  /;2  -J-  /;.  =  o  quattro  tangenti  doppie, 
e  le  altre  24  sono  date  dalle  formole  seguenti.  Si  indichi  con  g  il  primo  membro 
della  prima  delle  (3)  e  con  gt  s ,  gls  g. ,  i  primi  membri  delle  (6);  si  hanno  le 

7  £00  =  —  ».  +  /;,  +  ?;>)>  Sia  =  h,  »  £2o  =  /j, .  iT;o  =  ,;; . 

poi  : 

7&>.  =  -  /;,  +  0»  +  3)&,  -  20  +  0*,» 

7&ao4  =  0»  +  3)*,  -  20  +  0^  -  &3  . 

7So2  =  —  20  +  0*.  —  h>  +  (w  +  3)*J? 

7  ?o6  =  —  /;,  —  (w  —  2)  fca  +  2  w  /;.  , 
7£o-  =  —  (w  —  2)';'  "I-  2w^i  —  ^;-  > 
7  So-  ~  2w^i  —  b2  —  (w  —  2)^;-  > 


*)  [Mathematiche  Annalen,  t.  XIV  (1879),  pp.  428-471]. 
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nelle  quali  io  =  s  -\-  s4  -j-  z2 .  Analogamente  si  otterranno  le 

7£„  =  (3U  +  5)h,  —  (4W  +  ?)&*  +  (3W  +  5)/;;. 
7 Su  =  -  2(0.  +  4)i,  +  (5  co  +  6)/;2  -  (2co  +  i)J3, 

7£,2  =  3(2W  +  0&>  —  (w  -  3)^  -  (•»  +  4)*,  > 
7g«  =  —  (3U  —  2)*.  +  (4W  —  j)*,  —  (3W~  2)/jì> 
7£.5  =  20  —  i)K  —  (5W  —  0*.  +  (2W  +  0*,» 
7£,s  =  —  3(2W+  0*i  +  (w  +4)*»  +  CM  —  ì)hi  > 

e  le  g2 s  =  g,  ,,£,,  =  £,„  permutando  le  /;, ,  fra ,  b  nel  primo  caso  nelle  b2 ,  h  ,  h,  e 
nel  secondo  nelle  h  ,  /;,  ,  h1 .  Si  osservi  infine  che  i  valori  di  gr6s  si  ottengono  da 
quelli  di  gr  s  mutando  la  w  in  —  (w  -4-  i  ). 


[G.]. 


CXLI. 

SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 
DEL  PRIMO  ORDINE. 


Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  IV,   volume  I  (1884-85),  pp.  315-518. 


1.  Sieno  x,  y,  £,  w  quattro  funzioni  theta  a  due  argomenti  V,  ,  v2 .  Supponiamo 
dapprima  che  esse  sieno  pari  e  precisamente  le 

x  =  s(v,  ,  v2~),        y  =  '3a(y1  ,  v^),        ^  =  s    (v,  ,  v2~),        w  =  3,  (v, ,  v2). 

Indichiamo  con  /,  m,  n,  s  i  quattro  determinanti  seguenti  : 


posto 


5_y 
3u, 


? 

«/ 

di 

dw 

di', 

dvI 

9? 

dw 

3i>2 

dv2 

si  vede  tosto  che  i  medesimi  sono  legati  alle  x,  y,  £,  w  dalla  relazione  : 
(i)  x  /  -f-  y  m  -\-  £  n  -f-  tv  5  =  0. 
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Ora  i  quattro  determinanti  /,  ni,  n,  s  si  ponno  esprimere  in  funzione  di  x,  y, 
X_,  w  nel  modo  che  segue  : 

ri    =  xì  -j-  x(aya  -f-  brj  -f-  cu'2)  -j-  d^tf, 

r;«  ==  yJ  -J-  )i  (ajc5  -J-  è  u>2  -j-  e  ^2)  -j-  d  x w [, 

(2) 

rn   =  %.'  -\-  ^(a w2  -{-  b x1  -\-  cy2)  -j-  dwxy 

rs    =  w'  -j-  w(fl^"  -j-  fc^a  -f"  ex2)  -(-  d^yx, 

nelle  quali  a,  b,  e,  </,  r  sono  costanti  rispetto  a  f,  ,  v2 .  Per  la  determinazione  delle 
prime  quattro  di  esse,  si  osservi  che,  posto  w,  =  va  =  o,  le  /,  ni,  n,  s  si  annullano, 
perciò  indicando  con  x0 ,  y0 ,  ^0 ,  w0  i  valori  delle  quattro  funzioni  3  superiori,  corri- 
spondenti a  vt  =  v2  =  o,  si  ottengono  tosto  le 

a  =      r  ■<  +  yt  —  it,  —  <         h_      *  <  +  xì  —  <  —  y0 

i    x*  +  w*  —  v*  —  7*  .        i  N 

C   = a       ° °     2  ,  d   —  *Q  V07U'0— -   , 

2  xowo — yoio  2      oJoX°        A 

essendo 

a-«+)'t(ot»DK+)o-  £ — «O  « — yl + il — O  « —yl-io+ O» 

Infine  per  determinare  il  valore  di  r  si  aumenti  uno  degli  argomenti  vt ,  v2  di  un  mezzo 
periodo,  e  si  pongano  dopo  nuovamente  i\  =  v2  =  o;  si  otterrà  per  alcune  note  re- 
lazioni essere 

i     N 

Le  quattro  relazioni  (2),  che  sono  così  completamente  definite,  possono  tener 
luogo,  nella  trasformazione  delle  funzioni  3,  della  equazione  biquadratica  di  Gòpel, 
essendo  questa  una  conseguenza  delle  medesime.  Infatti  l'equazione  di  Gòpel  non  è 
altro  che  la  relazione  identica  (1). 

In  altri  termini,  se  si  indicano  con  p,  q,  l,  u  quattro  funzioni  à  trasformate, 
per  le  quali  si  possono  assumere  le 

p  =  i(Hr  ,  u2),         q  =  %0(u,  ,  hJ,         /  =  *„(»,  ,  nj,         11  =  3,  («,  ,  t<2), 
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si  avrà  che  le  quattro  funzioni  omogenee  di  grado  k  (per  una  trasformazione  d'ordine 
&)  in  x,  y,  £,  w  dovranno  soddisfare  a  quattro  relazioni. 

2.  Si  rappresentino  con  a,  ja,  v,  a  quattro  determinanti  formati  colle  p,  q,  t,  u  e 
le  loro  derivate  rispetto  ad  »,  ,  u2 ,  come  gli  /,  m,  n,  s  lo  sono  colle  x,  y,  ^,  w  e  loro 
derivate  rispetto  a  vt  ,  v2  ;  si  avranno  le 

p  a  -|-  q  pi  -\-  t  v  -(-  ;(  a  =  o, 
e 

PA=/'3+/'0?2  +  fi(2  +  YO  +  s?'", 

pu  =  ?!  +  ?(*/>2  +  f«2  +  T  '0  +  Stpu, 

(3) 

py  =  f    +  /  (W-j-^-J-y^-f  §„p?) 

p<7  =  »'  -f  «(a/2   +  [iq2  +  y/>2)  +  ^  qp, 

nelle  quali  i  coefficienti  a,  fi,  y,  &,  p  saranno  funzioni  di  po,  qo,  t0,  u0  affatto  analoghe 
a  quelle  trovate  sopra  per  le  funzioni  s  originarie. 

Come  è  noto,  le  p,  </,  t,  u  per  una  trasformazione  d'ordine  k,  si  possono  espri- 
mere per  mezzo  di  funzioni  omogenee  del  grado  k  delle  x,  y,  %_,   w   aventi    ciascuna 

un  numero  — — —  di  coefficienti  indeterminati  *"). 

2 

Si  indichi  con  D  il  determinante  funzionale  delle  p,  q,  t,  u,  ossia 

£—  \      dxdydiow/ 

e  si  moltiplichi  questo  determinante,  che  sarà  una  funzione  omogenea  delle  x,  y,  ^,  w 
del  grado  \{k —  i),  per  ciascuno  dei  determinanti  /,  ni,  n,  s.  Ponendo 

dut   dit2         d//,   dn, 

dv,    dv  di'    dv,   ' 


*)  Hermite,  Sur  la  ihèorie  de  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  [Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Acadéraie  des  Sciences,  t.  XL  (1855),  pp.  249-254,  304-309,  365-369,  427-431,  485-489, 
536-541,  704-707,  784-787]. —  Krause,  Sur  la  transformation  des  fonctions  hyperelliptìques  de  premier 
ordre  [Acta  Mathematica,  t.  Ili  (1883-84),  pp.   153-180]. 

BRioscm,  tomo  111.  S2 
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si  ottengono  le  quattro  relazioni  : 

\  du'  aw  dw  aw  } 

alle  quali  devono  soddisfare  le  funzioni  p,  q,  t,  u.  Evidentemente  in  ciascuna  di  queste 
equazioni,  tanto  i  primi  che  i  secondi  membri  sono  funzioni  omogenee  in  .v,  y,  ^,  w 
del  grado  qk  —  1;  ma,  ricavando  da  esse  le  X,  \j.,  v,  a,  si  giunge  infine  alle  relazioni 
di  grado  3  k  seguenti  : 

ITI-         STl_\.dpdq      djj_\  

Z—  \      dx  dy     aw  J 

3.  Posto 

p  =  F  (x,  y,  Xi  w), 

risulta  facilmente  da  queste  relazioni  dover  essere 

q  =  F(y,  x,  «/,  1),         t  =  F(z,  w,  x,  y),         u  =  F(w,  1,  y,  x); 

si  avranno  cioè  per  la  trasformazione  del  30  ordine 

p  =  gx>  +  x(Af  +  B?  +  C«0  +  Z);'^, 
?  =  £)'5  +  yC^*2  +  5  "u'2  +  LY)  +  Dxivi, 

M  =  gw~>  +  «,(A'  +  5/  +  Cx2)  +  flu-r, 


(4) 
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A,  B,  C,  D,  g  essendo  i  cinque  coefficienti  indeterminati.  Sostituendo  questi  valori  di 
p,  q,  t,  u  nelle  equazioni  (3),  si  otterranno  i  valori  delle  1,  <j.,  v,  a  espressi  in  funzione 
di  x,  y,  £,  tu  ;  e  quindi  da  una  qualsivoglia  delle  (4)  si  dedurrà  una  serie  di  relazioni 
fra  i  suddetti  cinque  coefficienti  e  gli  a,  b,  e,  d,  r;  a,  P,  y,  S,  p.  Supponendo  U=i, 
si  ottengono  dapprima  le 

f  r 

xA1  =  g(3ga  —  2A),         VB2  =  g(3gb  —  2  B)  ,        y  C  =  g(i  gc  —  2  C)  , 
per  le  quali  ultime,  posto 


si  hanno  le 

*A  =  g(f-i),        $B=g(h-ì),        1C  =  g(k-i), 
e  quindi,  per  la  prima,  si  giungerà  alla  equazione  modulare  : 

f        r 

che  può  anche  scriversi  : 

Così  trovasi  : 

D(f+b  +  k-2)  =  3j-(d?-h-), 

cioè  le  A,  B,  C,  D  sono  determinate  quando  lo  sia  g. 
Pel  caso  di  k  =  5,  posto 

e  deducendo  </,  f,  a  colle  permutazioni  sopra  indicate,  si  hanno  analogamente  le 


J_.3_ 


■LMN, 


P 
a-£2  =  K5S<*  -  ^A),        $Mz  =  g(ìgb  —  2E),        *{N2=g(5gc-  2C) 
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Così  per  la  determinazione  delle  L,  M,  N  si  ottengono  le  tre  equazioni  del  quarto 
grado  : 

(a2  —  2)V  +  \g<^V  -f-  \oglaxU  —  4g'(jaa  -f  2)  L  +  5^(2  —  3  a2)  =  0, 

e  le  altre  due  che  si  deducono  da  questa  sostituendo  alle  a,  a  le  b,  'p  ovvero  le  e,  y. 
I  valori  di  L,  M,  N  conducono  tosto  alla  equazione  modulare,  ed  a  quelli  di  A,  B,  C; 
e  procedendo  nello  stesso  modo  si  otterranno  i  valori  degli  altri  coefficienti. 

3  maggio  1885. 

[Pa.],  [G.]. 


CXLII. 

SOPRA  UNA  PROPRIETÀ  DELLA  RIDOTTA 
DELL'EQUAZIONE  MODULARE  DI  OTTAVO  GRADO. 


Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  IV,  volume  I  (1884-85),  pp.  514-516,  583-58 


1.  Li  riduzione  della  equazione  modulare  dell'ottavo  grado  al  settimo  è  dovuta 
al  sig.  Hermite.  Il  risultato  della  medesima  trovasi  in  una  lettera  direttami  nel  di- 
cembre 1858  e  pubblicata  negli  «Annali  di  Matematica»  *).  Precedentemente  però,  cioè 
nella  seduta  del  22  aprile  1858  dell'Accademia  delle  scienze  di  Berlino,  il  sig.  Krone- 
cker  presentava  una  Nota  **)  nella  quale  annunciava  siccome  proprietà  di  quella  ri- 
dotta del  settimo  grado,  che  ciascuna  radice  di  essa  è  una  funzione  razionale  di  altre 
tre.  Il  sig.  Noether  più  tardi  ***)  ha  dimostrato  che  queste  ultime  tre  radici  devono 
soddisfare  ad  una  speciale  condizione. 

Il  sig.  Klein  nei  suoi  lavori  sulle  equazioni  modulari  Jacobiane  ha  dato  le  e- 
spressioni  delle  radici  della  ridotta  del  settimo  grado  in  funzione  di  tre  quantità  che 
indicheremo  con  e, ,  c2 ,  e,  . 

Posto  2  cu  -\-  1  =  \l —  7  e  p  =  e  "  ,  quelle  espressioni  sono  : 

XS     =     US     ~"f~     W  VS    ' 


*)  Hermite,  Sur  l'àbaissement  de  l'èquatìon  modulane  du  huitième  degré  [Annali  di  Matematica  pura 
ed  applicata,  s.  I,  t    II  (1859),  pp.  59-61]. 

**)  Kronecker,  Notii  iiber  Gìeichungen  des  siebenten  Gradii  [Monatsberichte  der  k.  Preuss.  Aka- 
de.nie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,   1858,  pp.  287-289]. 

***)  Noether,  Ueber  die  Gìeichungen  aditeti  Grades  una  ihr  Auftreten  in  der  Theorie  der  Curven 
vierler  Ordnuug   [Mathematische  Annalen,  t.  XV  (1S79),  PP-  89-110]. 
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essendo 

»,  =  ?'c\  +  p4'£j  +  P2!^, 

vs  =  pÉ'c2ci  -f-  p3*c  e,  -f-  pJ'ctc, , 
ed  5  =  0,   1,  2,  ...  6. 

Indicando  con  /  la  forma  ternaria  biquadratica 

/=  t\h  +  e;  r,  -f-  c|c2, 

e  con  a,  (i,  y,  ?>  le  espressioni  : 

a  =  e,  c2  ci ,         (4  =  c\  e1,  -f-  e2  cj  -f-  e2  c^ , 

y  =  c2  c>  -j-  e  e  l  -\-  e,  c[ ,         S  =  c\  -J-  c\-\-  cj  ; 

inoltre  : 

/;  =  5  a2  —  y, 

Jt  =  à2  —  ioa/S  —  232a{iy  -j-  40/ft2  —  Il92a3  [ì  -f-  465  a2/2 , 

le  /;,  £  sono  covarianti  del  sesto  e  del  quattordicesimo   ordine  della  forma  /;  e  la  e- 
quazione  del  settimo  grado  di  cui  le  radici  sono  le  x0 ,  xl ,  . . .  x6  è  la  seguente  *)  : 

.v7  —  yco/x5  -{--jfùhx*  —  7(2w  -f  5)fx'>  -f  14(201  +  3)//; a;2 

+  7[(3«  -  2)/"'  -  (•  +  3)^]*  -  (7"  -  38)f/;  -  *  =  0. 
Mutando  p  in  p6  nel  valore  di  xs ,  si  avrà  : 

t,=    Hs    —   O   +    0",l 

e  la  equazione  del  settimo  grado  che  ha  per  radici  le  ^c ,  £,  ,  . .  .  £6  sarà  la  superiore 
nella  quale  si  muti  u  in  —  (w  -f-  1). 

2.  Sia  ora 

x3  —  a  x1  -f-  b  x  —  e  =  o 

la  equazione  del  terzo  grado  di  cui  le  radici  sono  le 


*)  Klein,  Ueber  die  Auflòsung  geivisser  Gleichungen  vom  siebenlen  und  achten  Gradi  [Mathematische 
Amuleti,  t.  XV  (1879),  pp.  251-282].  —  Brioschi,  Ueber  die  Jxcom'sche  Modularglcichung  vom  achtem 
Grade  [Ib.,  t.  XV  (1879),  pp.  241-250].  —  Gordan,  Ueber  Gleichungen  siebenlen  Grades  mit  einer  Gruppi 
von  168  Substitulionen  [Ib.,  t.  XX  (1882),  pp    5 15-5  30]. 
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si  avrà  : 

a  —  xs+l  -\-  x      -\-  xs+I  =  <■>£, , 

e  quindi  a  soddisferà  una  equazione  del  settimo   grado  che  si  dedurrà  tosto  dalla  su- 
periore. Ma  dai  valori  delle  xJH ,  ,  x      ,  xs+3  si  deducono  facilmente  le  relazioni  : 

4*  =  O  +  5)a*  —  4(3  "J  —  2)/, 

Se  =  (co  -f-  3)a'  —  +(5  w  —  l)af  —  8(2  co  -)-  l)';  » 

cioè  i  coefficienti  di  quella  equazione  del  terzo  grado  sono  funzioni  di  a,  j,  b. 

La  stessa  proprietà  ha  luogo  pei  coefficienti  della  equazione  del  quarto  grado, 
la  quale  ha  per  radici  le  altre  quattro  radici  della  equazione  superiore  del  settimo  grado, 
cioè  le  xs ,  xs+6 ,  x      ,  xs^.  .  Indicando  con 

(1)  x*  +  Ax>  +  Bx'  +  Cx  +  D  =  o 
questa  equazione,  si  trovano  le 

A  =  a,        4B  =  —  (co  -j-  i)a2  —  8(2co  -)-  i)/, 

8C  =  —  (3C0  -|-  i)a3  —  28(co  +  i)«/+  8(5  co  —  1)/;, 

16 D  =  —  (3  co  -f-  i)a4  —  8  (3  co  -f-  j)fl2/  —  7  .  16  f  +  16(3  w  —  2) a/;  . 

Questi  valori  infatti  soddisfano  identicamente  alle  due  condizioni  : 

-  Da  +  Cb  —  5c  =  i4(2co  +  3)//;, 

£>£  -  Ce  =  7  [(3  co  -  2)f  -  (a.  +  3)//] , 

e  per  la  proprietà  indicata  sopra  rispetto  ad  a  si  ha  : 

De  =  (7 co  -  38)/2/;4-£. 

3.  La  equazione  di  40  grado  (1)  si  può  trasformare  in  una  molto  più  semplice, 
ponendo  : 

a  =  4  /«  ,         /  =  3  (3  co  —  2)p  —  m2 , 

h  =  2  w3  4"  3  (5  w  +  6)  m  P  —  7  (5  u  —  2)  ?  > 

x  =  co  y— -7  v  —  m  . 
Si  ottiene  così  la 

(2)  v4-\-6pv2 —  Sqv  4~  9p2  +  4'"?  =  °  > 


41 6  SOPRA    UNA    PROPRIETÀ    DELLA    RIDOTTA    DELL'EQUAZIONE    MODULARE,    ETC. 

ed  indicando  con  g, ,  tT,  i  suoi  invarianti,  saranno  : 

g,  =  4(3  P'  +  '"</)»        g,  =  40;''  +  mpq  —  (f), 
dalle  quali  : 

—  4?2  =  4p;  —  g2p  -\-g},         —  4»"7  =  i2/>2  —  g3. 

Ora  se  si  rappresentano  con  to,  ttì  t2  le  radici  della  equazione  cubica 

41'' —  gj  +  g,  =  0, 
e  si  pongono 

A2o  =  to  —  p ,        A]  =  t,  —  p  ,         A\  =  t2  —  p , 

si  avranno  le 

q  =  A0A,A1,         —  sp  =  A*0+  A2,+  A22, 
e 

(3)  —  »  ?  =  ^Ó^ì  +  ^ì  Al  +  ^'  ^o  • 

Osservando  ora  che  le  w,  A0 ,  Ax ,  y^  sono  le  seguenti  funzioni  lineari  delle 
quattro  radici  della  equazione  (1)  : 

—  4  '"  =  x,  +  x,  _6  -f-  x,+J  +  xi+s , 

—  40JI' —  7^0  =  xt  -(-  xf_6  —  x       —  x      , 

—  ^»f^jAx  =  x,  +  x,+3  —  xJ+s  —  xs+6 , 

—  4w1/—  7  J2  =  x,  +  x,+J  —  xJ+é  —  xJ+J , 

si  deduce  che  le  in,  p,  q  sono  funzioni  razionali,  intiere,  di  quelle  quattro  radici,  ed 
in  conseguenza  lo  sono  le  /,  h,  k  ;  che  inoltre  quelle  radici  sono  legate  da  una  relazione 
biquadratica,  la  (3). 

Si  ha  cosi  il  teorema  : 

/  coefficienti  della  ridotta  del  settimo  grado,  di  cui  le  radici  sono  le  x0 ,  x, ,  ...  x6 , 
hanno  la  proprietà  di  essere  funzioni  ragiona';,  intiere,  di  quattro  fra  esse  xs  ,  xt+6  ,  Xt+}  , 
*,«  >  e  queste  quattro  radici  sono  legate  da  una  relazione  biquadratica. 

É  noto  che,  se  /  =  o,  si  ha  la  ridotti  della  equazione  modulare  Jacobiana  ;  in 
questo  caso  le  quattro  radici  indicate  soddisfano  quindi  anche  ad  una  relazione  qua- 
dratica. 

4.  Le  forinole,  che  abbiamo  stabilite  nei  precedenti  numeri  2  e  3,  conducono 
ad  altri  risultati  che  valgono  a  meglio  precisare  la  natura  della  ridotta  della  equazione 
modulare  dell'ottavo  grado. 

Osserviamo  dapprima  che  dai  valori  di  b,  e  in  funzione  di  a,  f,  h,  dati  nel  n°  2, 
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si  ottengono  tosto  le 

4(3  w  —  2)/=  (u+  3K  —  4*, 

32 1/—  7^  =  (co  —  5)  (a2  —  4  è)  a  —  32  e, 

per  le  quali  i  valori  dei  coefficienti  A,  B,  C,  D  dell'equazione  (i)  diventano: 

A  =  a,        SB  =  (a>  —  i)[(<o  +  i)aa  —  4  è], 

1 6  C  =  (co  -f-  3)  [(co  —  5  V  —  2(30)  —  4)  a  è  —  1 6  e] , 

44D  =  (30)  +  i)[(i9w  -f-  i)a4  —  8(70)  -j-  i)a2fc  —  i(,b2  -f  16(50)  —  i)ac], 

e  da  queste  eliminando  le  a,  b,  e  si  ha  la  relazione  biquadratica  fra  le  radici  della 
stessa  equazione  (i),  ossia  la 

(co  +  7)  A'  —  4(w  +  8)^25  +  8(w  +  6)AC-\-  16B2  —  64^  =  0. 

Si  ha  così  il  teorema  : 
Indicando  con 

<p  (x)  =  x'  —  ax2  -\-  b  x  —  e  —  o 

la  equazione  che  ha  per  radici  le  xs+l ,  xj+4 ,  xj+,  (radici  della  ridotta  della  equazione 
modulare  dell'ottavo  grado"),  la  equazione  del  quarto  grado 

ty  (x)  =  x4  +  Ax1  +  Bx2  +  Cx  +  D  =  0 , 

d'i  cai  /e  radici  50»o  le  altre  quattro  della  ridotta  stessa,  ha  la  proprietà  che  i  suoi  coef- 
ficienti A,  B,  C,  D  sono  funzioni  ragionali,  intiere  di  a,  b,  e,  ossia  delle  prime  tre  in- 
dicate radici. 

5.  I  valori    delle   quantità  m,  p,  q  introdotte   nel  n°  3,  espressi  in   funzione   dei 
coefficienti  della  equazione  <!/  (x)  =  0,0  della  9  (x)  =  o,  sono  i  seguenti  : 

4  »j  =  A  ,         3  .  7  .  tfp  =  (w  —  1  )  (3  A2  —  8  5), 

2.7.449  =  —  (5  co  —  i)04J  —  4AB  +  8C), 
oppure  : 

4w  =  <j,         y.j.^p  =  (co —  2)  a2  —  (3w-f-i)^> 


'.  45  q  =  (3  co  —  2)  a!  —  2(510  —  1)  a  b  -(-  (9  co  —  1 3)  e 


Posto  nella  ì  (x) 
(4)  x  =  a)  ^ —  7  v  —  m  , 
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K*)  =  7,(3»  +  2)M(w), 

essendo 

M  (v)  =  v*  -j-  6p  v1  —  8  q  v  -+-  9/1*  +  4  '»  <7  > 

come  si  è  già  trovato. 

Così,  ponendo  nella  <?(*) 

x  =  (3  tu  —  2)  ;  —  (co  —  2)  m  , 
si  ottiene  la 

?(*)  =  7(9«  +  22)L(0> 
nella  quale  : 

!(;)  =  ?>_,„;>_  3p;  +  ?. 

Notiamo  dapprima  che,  indicando  con  A7(t>)  l'hessiano  di  M(y),  si  ha  la  relazione: 

pM(|)-N(0  =  4?i(0. 

si  ha  cioè  il  teorema  :  Le  radici  della  ridotta  del  settimo   grado  sono  le  radici  delle  due 
equazioni  : 

M(v)  =  o  ,        pM(Z)  —  N(l)  =  0  , 

nella  ipotesi  che  fra  le  x,  v  sussista  la  relazione  (4)  e  sia 

4;  =  2(w  +  i)v-\-  (co  +  3)«. 

In    secondo   luogo    siano   T(v)  il  covariante  di  sesto  ordine  di  M(v')  e  g2 ,  g    i 
suoi  invarianti,  si  avrà  : 

4  &  (;)  -  g,  N  ©  M>  (;)  +  gj  W  (;)  =  -  T>  (;)  ; 

ma  per  ciascuna  delle  radici  della  equazione  L(l)  =  o  si  ha  : 

e  quindi  : 

T  (-) 
4/>5  -  &/>  +  g,  =  ~  Jp^j  > 

da  cui,  per  una  formola  del  n°  3  : 

q         4^(9 

Infine    dai    valori    di    ^ ,    £     dati  pure   al    n°  3,  si  ottiene   pel   discriminante  di 
M(v): 

ti  —  27  £  =  42  <?'  (9  «*/>*  +  4  '»'  ?  +  io8pJ  -f-  54  m  p  ?  —  27  ?J)  , 
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od  indicando  con  S  il  discriminante  di  L  (?,)  : 

gì  —  27£j  =  3J-4Y&- 

Posto  ora 

x=-é=hYzr3gì  +  Vg\-27grf, 
2\ —  3 

Y=  -J=Ì3V=ìg,  -  Vg\  -  27?;)f , 

2  y —  3 

si  hanno,  come  è  noto,  le 

tB  =  X-\-Y,         i,  =  sX  +  E!r,         t2  =  z2X  +  eY, 

essendo  2 s  -f-  1  =  V —  3  ;  ma  sostituendo   nei  valori  di  X,   Y  alle  m,  p,  q,  Vù  i  ri- 
spettivi valori  formati  colle  radici  della  equazione  L(?,)  =  o,  si  trovano  le 

*  =  f(W~. +  •*«*«  + *M«0« 

Deducendo  da  questi  valori  quelli  di  <o ,  /, ,  t2  si  giunge  alle  importanti  relazioni  : 

A  =  SJ+4C      ^  =  l«  ^4  >      ^  =  *«-.  E«  • 

A  questo  risultato  si  può  arrivare  anche  più  facilmente,  osservando  che,  per  re- 
lazioni stabilite  nel  n°  3,  la  equazione  che  ha  per  radici  A20 ,  A\,  A\,  è  la 

f  +  3P)'2  —  mqy  —  q2  =  0; 

ora   questa  si  ottiene   dalla   L  (£)  =  o   ponendo   \  = — ,  e  quindi  si  hanno   per 

j4*  ,  .^ ,  A\  i  valori  superiori. 

La  proprietà  caratteristica  della  ridotta  fin  qui  considerata  trova  in  conclusione 
la  propria  espressione  nel  teorema  : 

Le  radici  xt ,  xj+6 ,  xs+. ,  x  della  ridotta  della  equazione  modulare  dell'ottavo 
grado  sono  esprimibili  in  funzione  delle  altre  xi+l,  x ,  xI+1  per  me%%p  delle  seguenti 
formoh.  Indicando  coti  a  la  somma  di  queste  ultime  radici  e  con  b  la  somma  dei  loro 
prodotti  a  due  a  due,  si  hanno  le 

*i  +  Xs+i  +  *«-3  +  *.+s  =  —  a  > 
*,  +  x,+,  —  x,+i  —  *,+t  =  —  P,+,  > 

*,  +  *,+S   —  *,+6  —  *  +,    =    —  Ps+i  > 
X,  +  X,+6  —  *,+3  —  *«+i   =  _  P.*«  ' 
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essendo 

P.+i  —  l4(w  —  I)x,2+,  +  4a-v,+,  +  4(w  —  0^  —  ("  —  2)a2]2  , 
P.++  =  UO  —  0«?+4  +  4<*  *,+„  +  40  —  0*  —  O  —  2)a'Y  , 
P,+i  —  [4(w  —  0*?**  +  4axs+2  +  4(w  —  i)è  —  (w  —  2)aJ]1  . 

Le  equazioni   del   settimo  grado,  le  radici   delle    quali    soddisfano   alle   condizioni 
superiori,  sono  quindi  risolvibili  per  funzioni  ellittiche. 

21  giugno  e  19  luglio  1885. 

[G.]. 


CXLIII. 

LE  EQUAZIONI  MODULARI 
NELLA  TRASFORMAZIONE  DEL  TERZO  ORDINE 
DELLE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE  A  DUE  VARIABILI. 


Rendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  serie  IV,  volume  I  (i 


La  teorica  della  trasformazione  delle  funzioni  iperellittiche  a  due  variabili  non 
è  molto  progredita  dopo  che  fino  dall'anno  1855  il  sig.  Hermite  ne  stabiliva  le  basi 
nella  sua  nota  Memoria  Sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abeliennes  *). 
Mi  limiterò  a  citare  fra  i  lavori  posteriori  quello  del  sig.  Kònigsberger  Ueber  die 
Transformation  dritten  Grades  und  die  ^ugehòrigen  Modular  gleichungen  der  ABEh'schen 
Functionen  erster  Orànung  **)  ed  i  più  recenti  del  sig.  Krause  in  parte  riassunti  nella 
Memoria  Sur  la  transformation  des  fonctions  hyperelliptiques  de  premier  orare  ***). 

Le  ricerche  del  sig.  Krause  conducono,  anche  nel  caso  qui  considerato  della 
trasformazione  di  terzo  ordine,  ad  un  grande  numero  di  relazioni,  alcune  delle  quali 
dovranno  necessariamente  essere  conseguenza  di  altre,  essendo  limitato  il  numero  delle 
incognite  del  problema. 

Sieno  3(v,,  vj,  %H(yt,  v2),  3,(w.>  vj,  ^(v,,  vj,  quattro  funzioni  theta,  le 
prime  due   pari,   dispari  le  seconde;  indicando  con  Q(ui}  u2),  6    (uit   u2)    e  così  via 


*)  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XL  (1855),  pp.  249-254,  304-309, 
365-369,  427-431.  485-489,  536-541,  704-707,  784-787]- 

**)  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXVII  (1867),  pp.  97-113]. 
'**)  [Acta  Mathematica,  t.  Ili  (1883-84),  pp.   153-180]. 
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le  funzioni  trasformate,  si  avrà  come  trovarono  gli  autori  citati  : 

6  =  P  [a*  -f  a  (a  aj,  +  y.  a]  +  v  s£)  +  w  sj4  »,  aoi] , 

nella  quale  le  p,  >,  \>-,  vj  w  sono  i  cinque  coefficienti  indeterminati. 

Rappresenterò  con  t,  ti  i  valori  di  *(«,,  t'a),  à  (i;,,  v2)  corrispondenti  a 
v,  =  v ,  =  o  ;  e  così  con  x,  ^  ;  £,  u/  quelli  delle  funzioni  Sr  ,  s  •  »  ,  S  ,  e  colle 
stesse  lettere  maiuscole  i  corrispondenti  valori  delle  funzioni  trasformate.  Si  hanno  fra 
queste  quantità  le  seguenti  relazioni  : 

/  X  =  Px(x;-)./),  Y=?y   (f  +  X**), 

(i)  j  Z  =  p;r_  (**  +  |tar)  ,         JP  =  p  w(u'2  —  [*0  , 

(  r  =  p<  (i:-j-v!(j),       c/  =  p«  (»2  +  vi2). 

Inoltre  dalle  relazioni  generali 

f4  —  ti*  =  ?  -}-  h^  =  x4  +  / , 

si  deducono  le  due  note  : 

x  X  +  y  Y    +uU=tT, 

~KZr\-wlV+  uU=tT. 

Formo  ora    coi   valori   superiori  di  Àr,    Y,  Z,   W,   T,   U  le  tre  espressioni  eguali 

fra  loro  : 

A'4  -j-  Y*  =  Z4  +  tf'4  =  T*—U*; 
si  ottengono  le 

X4+74-p4(x4  +  >^  = 
p4x4jy4(x4  -j-  _y4) 

z4  -l.  jt*  —  P"(^  +  w*y  _ 
r4_  t/4  — P404  — »4);  (*  ,  •  »         (4  +  m4       \ 

,         r —  =  —  I  v4  4-  ov    —  4.v — ì—, n  . 

I  numeratori  delle  frazioni  primi  membri  delle  precedenti  equazioni  sono  evi- 
dentemente eguali  fra  loro  ;  ora  si  può  dimostrare  che  ciascuno  di  essi  è  eguale  a 
zero.  Dalle  equazioni  (i)  vedesi  tosto  essere 

_  xX  +  yY  _  zZ  +  wir  _  tT  —  uU 
?  —    x4  +  f    ~    ^  +  ufi.    —    ;4  —  u*    ' 


V  +  é>.2      ±\x   ,  l 

x  y 

—  3 

2*  —  u/* 

(A4  -4-  6  V-    -f-  4  L/.  - — 3 — r- 

—  3 
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ed  indicando  con  p,  il  valore  di  p  per  la  trasformazione  supplementare,  si  avrà  : 

_  xX  +  yY  _  ìZ_+wW__  tT  —  uU 
?.  —   X*  +  Y*    ~~    Z4  +  W*    ~    74  -  £/4   ' 

per  le  prime  delle  quali  : 

X4  +    JT4  _   p4(^  +  fJ    =   X(*4  _J_  /}[I    _   ?3pi(x4   +  yJ]  . 

e  siccome  la  formola  per  la  triplicazione  dà 

5      _    _        1 

PP'"  («*  +  /)•  ' 

si  giunge  al  seguente  teorema  : 

I  coefficienti  A,  (x,  v  della  forinola  di    trasformazione   del  ter%p  ordine   devono   sod- 
disfare alle  seguenti  equazioni  : 

A4  -f-  6  V  —  4  a  a  —  3  =  0, 

a4  -]-  6 [A2  —  4  £  (A  —  3  =  0, 

v4-(-év2   —  4CV   —  3  =  0, 


essendo 


x4  —  y4  w4  —  £•  _  t4  -f-  »4 


x2_y2  £2w2  i2«(2 


Se  si  indicano   con  A, ,  (a,  ,  v,  i  valori    di  A,  p.,  v  per    la   trasformazione    supple- 
mentare, si  avranno,  analogamente  alle  (i)  : 

x  =  Pi  X(X2  -  a,  F)  ,  y  =  p,  7  (72   +  a,  X2)  , 

l  =  p,  Z(Z2  +  (x,  /F2)  ,        a/  =  p,  fF(fF2  —  (*,  Z2)  , 

t  =  Pi  r(r  +  v,  c/1) ,       »  =  p,  u  (u2  +  v,  r2) , 

dalle  quali  e  dalle  (i)  si  deducono  la 

„    ,  2  _  (A-x  +  7r)4-(x4  +  /)(x4+F4) 

ed  altre  due  analoghe  ;  ma  i  numeratori  di  queste  funzioni    sono  nulli  per  quanto  si 
è  osservato  più  addietro  ;  si  avranno  quindi  le  tre  relazioni  : 

a  a,  -j-  3  =  0  ,         [*•[*.,  -j-  3  =  o ,         wr  4-  3  =  o. 


424        LE    EQUAZIONI    MODULARI    NELLA    TRASFORMAZIONE    DEL    TERZO    ORDINE,    ETC. 

Infine  indicando  con  c0,  coi,  c2,  ct2  i  valori  delle  altre  quattro  funzioni  pari 
•Io(t;i>  vì)>  soi  (.vi  >  O»  ■'jC1'!'  uj)>  •smC'1,i»  "»)  corrispondenti  a  t> ,  =  t/2  =  0,  si 
hanno,  come  ha  dimostrato  il  sig.  Krause  : 

Q  C0    —    P  (C0  ~T~  A  C0  COI  4~  r1  C0  CJ  "f"  V  Cl  C12    ~r"  w  C0  COl  Cl  c 11)  > 

ed  altre  tre  analoghe,  per  le  quali  : 

C0c0-\- C1c1    =Tt  —  Xx,         C0co+ Cotc„  =  Tt  —  Zz, 

Colcol  +  Cltcta  =  2';  -  Kjf  ,         C.e,  +  Ctlc„  =  Tt  —  W tu; 

si  otterrà  dalle  medesime  la  equazione  del  quarto  grado  a  cui  soddisfa  u. 

A  questo  scopo  si  osservi  che  fra  le  x,  y,  £,  w,  t,  11  e  le  c0,  cOI ,  ca,  cI2  hanno 
luogo  le  relazioni  : 

, y2  w2 12 -\- x2  ^2  u1  ,    x'w2*2 — .y2^2"2 

, x'iv'u2 — y2X.2t2  2   y2  w2  u2 -\- x2  %2 12 

2  ^4  -f-  w*         '  '2  \4  ~}~  w* 

e  quindi  si  può  formare  il  valori  di  w  in  funzione  delle  x,  y,  ...  ;  X,   F,  ... 
15   novembre   1885. 

[Pa.],  [G.]- 


CXLIV. 

I  NUOVI  MODULI  PER  LE  FUNZIONI  IPERELLITTICHE 
A  DUE  VARIABILI. 


Rendiconti  della  K.  Accademia  dei  Lincei,  serie  IV,  volume  II  (1885-86),  i°  sem.,  pp.   159-164. 


1.  Consideriamo  quattro  funzioni  theta  legate  fra  loro  da  una  equazione  di  Gòpel, 
per  esempio  le 

à  j  ' 

Posto  y  =  —2-,  ^  =  -ii ,  «;  =  — ,  quella  equazione  sia  la  seguente  : 

0=  1  +  y* -\-Z* -\-w*  +  2a(y2  +  z* w1)-)-  2b (z* -\-u>z y2)-\-  2  c(w'  +  y2 z2)  +  4ky  zw, 

nella  quale,  come  è  noto  : 

k2  =  a2  -{-  b2  -{-  e2  —  2  ab  e  —  i . 

Denomineremo  le  quantità 

1  =  a  -f-  \/a2  —  1,         (a  =  b  -f-  tV  —  1,         v  =  e  +  f i?  —  I 

i  «i/cwt  moduli  per  le  funzioni  iperellittiche  a  due  variabili.  A  ciò  siamo  indotti  dal  fatto 
che  i  quadrati  delle  altre  dodici  funzioni  theta  sono  esprimibili  in  funzione  lineare  dei 
quadrati  delle  quattro  superiori  e  delle  costanti  >.,  p-,  v. 
Indicando  con  A,  B,  C  le  espressioni 

A  =  (1  -  p*f  (1  -  Sy,     B  =  (\2-  if(i  -  v2)T,     C  =  (V  -  i)t(i  -  [/2)\ 

BHIOSCB1,  tomo  III.  S4 
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si  hanno  pei  quadrati  di  quelle  dodici  funzioni  le  seguenti  : 

C-gr  =  ty  +  Y-y2  +  k2  +     »'.  —  C-pr  =   a  -f-     /  +  Xp^  +  [tu/*, 


:o 


a*  < 

■^  — r  =  P-v  +   /  +   V\.J  +  [^  ^'2>  -4-v  =    J  +  PJ'  +   f*  \2  +  vw,2> 

B  -£  =    À-f  /-[■  v-2  +  Xvw1,  —  C  ^  =  f*  +  Xp.jp2  -f-      ^  +  Xw», 

S3  32 

,*-£  =      [A  +   VV2  -L-        ^  -f  pK/',  —  ^-J- =      V  -j-      (A)'2  -f   fAV^2  -f      U/2, 

C  |f-2  =     I  +  X/  +   K2  +  XfMO1,  -  5  p*  =  Xv  +     v/  +       ^2  +  X«A 

Ponendo  in  queste  relazioni  vi  =  vx  =  o  e  rappresentando  con  e,  co,  ci2,  ... 
i  corrispondenti  valori  di  ^(w,,  v2),  sQ(yl ,  v2),  ...  ,  si  ottengono  dalle  superiori  le 
relazioni  : 

e1  X 1/  v  —  1  e2  v  —  X  <j.  c-,  u.  —  X  v 


X  —  p.v    ' 

e2 

X  U.  V 

A 

c2 

B 

X  —  ia  v    ' 

X   [A  V 

Al 

e2 

B  [A 

X  U.  V 

e 


c- 


e2  X  —  [A  v    '  e2  X  —  [A  v  '  e2  X  —  u.  v  ' 

nell'uso  delle  quali  importa  osservare  che 

BC  =  j*(V  —  1),        C//  =  .B(i  —  ja2),        AB=C(i—  v2). 
I  nuovi  moduli  X,  ja,  v  sono  quindi  : 


(2)  *  =  —?' 

che  danno  per  a,  b,  e  i  noti  valori 


c?4  +  c's                .              cl  +  co,                               C  +  c\ 
— —* — 5— ^  ,  2Ì  = ,         '   ,  2C  = ,     , 

c.  c__  c.c„  c„,c. 
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2.  Stabilita  così  la  definizione  dei  nuovi  moduli  facciamo  seguire  una  prima  ap- 
plicazione nella  ricerca  delle  equazioni  differenziali  parziali  che  devono  essere  soddi- 
sfatte dal  numeratore  e  dal  denominatore  delle  formole  per  la  trasformazione  o  per 
la  moltiplicazione. 

Il  sig.  Krause,  nel  suo  lavoro  Ueber  einige  Differentialbe%iebungen  im  Gebiete 
der  Thelafunctioncn  %weier  Ferànderlichen  *),  ha  dato  la  forma  di  quelle  equazioni  dif- 
ferenziali affatto  corrispondente  a  quella  della  analoga  per  le  funzioni  ellittiche  ;  ma, 
come  l'autore  stesso  osserva,  questo  risultato  teorico  doveva  rimanere  senza  applicazione 
per  le  varie  incognite  che  conteneva  ancora  il  problema,  e  per  la  complicazione  del 
risultato.  La  introduzione  dei  nuovi  moduli  À,  jx.,  v  risolve  queste  difficoltà. 

Considereremo  le  tre  funzioni  iperellittiche  y,  ^,  w  siccome  funzioni  degli  argo- 
menti u  ,  it2  legati  ai  vt ,  vt  dalle  note  relazioni  lineari;  e  porremo: 


_dy_ 
y'  ~~  du. 


>,= 


dy_ 
du,' 


_  82  y 
y"  ~~  dw?  ' 


y,. 


d2y 


dittdu,  ' 


>« 


e  cosi  per  %  e  per  tu. 
Inoltre  scriveremo  : 


0*2  \.i  Wi)  =  ati^,!1',  T  ai  Cti  U'i  "+"  £:  Wi)  ~f"  Xo  K.1  W2  I 

ed  analogamente   per   altre,   essendo  i  coefficienti  ao ,  a_  ,  a2 ,  ...  funzioni   dei  nuovi 
moduli. 

Ciò  posto,  le  tre  equazioni  differenziali  sopra  indicate  sono  le  seguenti  : 

ar 


+  2nk(r  —  1) 
a2r 


di 


h(i  —  «)*(/ +  I)F  =  0, 

d2v    .  ,        ,*-,„     .ar 


(3) 


+  2«Kf  -  o|£  -  »(i  -  *)*(<■  +  M)r=  o, 
v,    2,a2r       v  a2r      ,         ^-       .ar 


ay 

-f-  2 «i  (v2 


dv 


0^-»0  -  «)*(«/* +  N)F  =  o, 


*)  [Mathematiche  Annalen,  t.  XXVI  (li 


pp.   1-15,  16-25]. 
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nelle  quali  V  è  il  numeratore  od  il  denominatore  delle  formole  di  trasformazione  o 
di  moltiplicazione,  n  l'ordine  della  trasformazione,  a  cui  deve  sostituirsi  n*  pel  caso 
della  moltiplicazione,  e  le  L,  M,  N  hanno  i  valori  : 

f  NT  ^    V-H  f  \    \4  [*■    —    AV  V    lu. 

(n—i)L  =  - - — ,         (n — i)M  —  ^- ,         (n  —  i)N  — ?—  : 

S  AjiV    I  '  AU,V    I  J  X  fjt  V   I 

in  fine  : 

r,     ~W  &V  „ò2V  ò2V 

e  cosi  per  gli  altri  segni  di  sommatorie. 

I  valori  delle  espressioni  (a2 y'~)  ,  . .  .  furono,  in  parte,  da  me  pubblicati  recen- 
temente *),  ma  raccolgo  qui  di  nuovo  i  valori  stessi  e  gli  altri  per  l'applicazione  loro 
nelle  formole  superiori.  Premetto  che  per  brevità  furono  introdotte  le  seguenti  deno- 
minazioni : 

C    P  =  f  +  *'«'%  (2  =  ** +  «'"/>  R  =  w*+y\2, 

(4)  \ 

(  Po  =  y*  +  2ay2+  I  ,  20=^  +  2*^+1,         R0  =  w* -\-  2CW*  +  I  , 

ed: 

a  =  a  —  b'c  ,  $  =  b  —  e  n  ,  y  =  e  —  ab  , 

xo  =  a2  —  1  ,         Jìo  =  b2  —  1  ,         y0  =  e2  —  1  . 

Ciò  posto,  si  hanno  le 

/  (ajO  =  *-po+2a„:Ku/>  (*-Xd  =  kR+2yyt.v'>  (*iK)  =  kQ+2Vyz.uf> 
(5)  ]  CP,yD  =  («,0»  0U*)  =  *<2o+2Pon«>,  0,«O  =  «,'+a«w 

poi  : 

f  (aJ..)=^C/+fl)+ao^',  TvXO^k/  +  Y"7  ,      f(a1a,.i)=*a'/'  +  $yKj> 

(P,j„)=^-(«,0  >         f  (fcG>=**fe"+*)+P.«7.  t(Pì.«'„>=*«'^  +  *>•;> 

(T,7«,)=y  («a»,.)  >  (Y,*„)=y  (P,«0 .         f  (u«',,)==^'(^2+0+YaK> 


*)  5;ir  quelques  formuhs  hyperellipliques  [Comptes  Rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  CII  (1886),  pp.  239-242,  297-298]. 
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e  da  ultimo  le  nove  seguenti  : 

(a, *,«/,)  =  h(f  —  a)zw  +    y(p?  +  yu<2  —  ao)  , 

(«2wj,)  =  Ky:  +  <0w7  +  ^(aou'2  +  P/  —  i)  > 
0;)\O  =  *(y"  +  «)n  +  «'(y/  +  *0^2  -  P). 
0U,«O  =  K<  +  fOt»  +  )'K2  +  Kw'  -  i), 

(P.W,J.)    =     *(f      —    ^^J    +      iti™'    +    K/     —     Po). 

CP.J.O  =  Kt3  +  *)n  +  «»(?„/  +  y*2  -  *)> 

(Yav,u',)  =  K^2  +  Otw  +  :Ky0c  + aw'  —  P)> 

(y,"',?,)  =  ^(w'2  +  0W7  +  \(?w'3  +  Yo/  —  a)> 

(y.y.O  =  A02  —  On  +  «*(*/  +  P*2  —  Yc)  • 

Sostituendo  queste  espressioni  nelle  tre  equazioni  differenziali,  si  ha  quanto  è 
necessario  per  l'uso  di  esse.  Vedesi  intanto  che  sia  i  coefficienti  delle  formole  di  tra- 
sformazione, sia  quelli  delle  formole  di  moltiplicazione,  sono  funzioni  dei  tre  nuovi 
moduli  1,  [/.,  v. 

3.  Passiamo  ad  alcune  applicazioni  di  queste  formole.  Dalle  equazioni  differen- 
ziali (3)  deducesi  facilmente  per  la  duplicazione  dover  essere 

nella  quale  le  P,   0,  R  hanno  i  valori  (4). 

I  coefficienti  gl ,  g2 ,  g  ,  g4  devono  soddisfare  alle  seguenti  equazioni  differenziali  : 

'j)l       '     lp  I  i2  S,     I     63  £     1  ) 

2(V  —  1)-— ^  -f- E gr  Cj ,  +  £, =±-P  =  o, 

V  y31      '     lp-I6i  SilSa  £    r 

ed  alle  altre  otto  che  da  queste  deduconsi  colle  permutazioni  delle  1,  \i.,  v. 
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Dalla  prima  delle  superiori,  osservando  essere  identicamente 

a  —  uv  ,    k  v  4-  i    /— 

^ ■ —  =  —  a  +  r1 — :  V*0  » 

A  [A  V   I  '      A  |A  V   I 

si  ha  tosto  che  essa  è  soddisfatta  ponendo  : 

<7      =    |/oT     =     ; ,  g,    =    k  .    ^        ^  , 

b'  °  2  /.  &4  A|AV    —     I 

ed  analogamente  lo  saranno  le  due  da  essa  dedotte  col  porre  : 

u.2  —  i  v2  —  i 

62  2'J-  '  2V 

i  quali  valori  soddisfano  a  tutte  le  equazioni. 

Nella  trasformazione  del  terzo  ordine  essendo 

P  =  ft,  +  *,J*  +  f.t,  +  *,w*  +  ^47tw» 

si  ottengono   tre    equazioni  a  derivate   parziali   per  ciascuno    dei    cinque   coefficienti,  e 
quindi  in  tutto  quindici  equazioni  differenziali. 
Si  hanno  dapprima  le  tre  : 

)V  '   5  A      '     A;av  —  I6°     '     5l 

/-    2  N  ^  £0     I       (*   —  v  A  I 

?     R     I  )  ^5  -f-  r5 Po  ■+■  £ ,  =  O  , 

JVr  '  d{J.      '     AJAV  —  I6       '     6j 

^2  N  <3  ?0       I         V    A  ia  I 

3  (  V2    —     I  )  —^2   _J_    - L_  j      _f_    g      =    O  , 

J  V  y    £)v         I      X|AV    —    IS°      '       S? 

dalle    quali  si  possono   dedurre  i  valori  di  g,  ,  g2 ,  g,    in    funzione  di  g0  e  delle   sue 
derivate. 

Si  ottengono  in  seguito  le  equazioni  : 

/-,*  n^?,    i     A  —  ,"-v         i  £* 


v  /  1  '  a  a        a  (a  v  —  r!         ' 


=  T-r 


*  ' 
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dalle  quali,  osservando  essere 

b  ao  -}-  (i  -(-  a  y  =  o  ,         e  *o  -f-  a  fi  -f-  y  =  o  ,         ao  -[-  è  fi  -(-  e  y  =  &2 , 
si  deducono  le 


.  ,  de,    ,       dg,    ,    »g\         X 


(7) 


Var  +  'aT  +  àr) 

+  3hTo  —  2abSi  +  ag,  +  §2  =  °. 

(r)  (7  (ì  (7  5  ! 

c 

+    3£o   —    2iZiT.   +   C£   +   b8,    =    *.?4  • 

Analogamente   alle   (6)  si  otterranno   per    la    seconda   equazione   differenziale    le 
seguenti  : 

f  2  n  dg.    .     [J-  —  vX  £4 


3  0   -0iT7+^— ;^  +  3^o  —  2^*  =  Po 


3  (A  X  [7.  V    I 

3  U,       '      A  IL  V   I  ' 


,2  Nd*i      ,        >"•  —  V>  L 


k    ' 


e  siccome 

by-\-a$0-\-3.  =  o,         y  +  ^  ?0  +  ^  a  =  o  ,         CY+P0  +  aa^^2, 

se  ne  dedurranno  altre  tre  simili  alle  (7).  Così  per  le  derivate  rispetto  a  v.  Sostituendo 
in  queste  nove  equazioni  differenziali  per  gt ,  g2 ,  g  i  valori  trovati  più  sopra,  si  a- 
vranno  per  go  sei  equazioni  differenziali  parziali  del  secondo  ordine,  e  la  stessa  pro- 
prietà avrà  evidentemente  luogo  per  gi  ,  g2,  g  ,  g  .  Rimandiamo  ad  altro  lavoro  lo 
studio  di  queste  equazioni. 


7  marzo  le 
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